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最优化理论基础

Hailiang ZHAO @ ZJU-CS
http://hliangzhao.me

2021 年 7 月 14 日

本 slide 所依赖的基本数学知识请参见http://hliangzhao.me/math/math.pdf；
《最优化简介》请参见http://hliangzhao.me/math/opt1.pdf。

http://hliangzhao.me
http://hliangzhao.me/math/math.pdf
http://hliangzhao.me/math/opt1.pdf
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向量范数

范数是高维空间中计量事物自身长度的一种方式。

定义
向量范数 是一个从向量空间 Rn 到实数域 R 的非负函数 ∥ · ∥，且满足
▶ 正定性：∀v ∈ Rn，∥v∥ ≥ 0 且 ∥v∥ = 0 ⇐⇒ v = 0

▶ 齐次性：∀v ∈ Rn, α ∈ R，∥αv∥ = |α|∥v∥
▶ 三角不等式：∀v, w ∈ Rn，∥v + w∥ ≤ ∥v∥+ ∥w∥

lp 范数（p ≥ 1）：∥v∥p ≜
(
|v1|p + ...+ |vn|p

) 1
p

，默认 p = 2

由正定阵 A 诱导的范数：∥v∥A ≜
√
vTAv

定理
柯西不等式 ∀a, b ∈ Rn，|aTb| ≤ ∥a∥∥b∥。
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矩阵范数

矩阵的 lp 范数（p ≥ 1）：

∥A∥p ≜
( m∑

i=1

n∑
j=1

|aij |p
) 1

p

p = 2 时，称之为矩阵的 Frobenius 范数，记为 ∥ · ∥F：

∥A∥F ≜
√∑

i,j

a2ij =
√

Tr
(
ATA

)

定理
正交不变性 对于任意的正交矩阵 U ∈ Rm×m, V ∈ Rn×n，

∥UAV ∥2F = Tr
(
UAV V TATUT

)
= ∥A∥2F

这里运用了性质 Tr(AB) = Tr(BA)。
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矩阵范数

算子范数（由向量范数诱导的矩阵范数）：
给定 m 维和 n 维空间的向量范数 ∥ · ∥(m) 和 ∥ · ∥(n)，

∥A∥(m,n) ≜ max
∀x∈Rn,∥x∥(n)=1

∥Ax∥(m)

显然有结论：

∥Ax∥(m) ≤ ∥A∥(m,n)∥x∥(n)
（矩阵范数和给定的向量范数相容）

若 ∥ · ∥(m) 和 ∥ · ∥(n) 均取相应空间的 lp 范数，如 p = 2，则可得到矩
阵的 2 范数：

∥A∥2 ≜ max
∀x∈Rn,∥x∥2=1

∥Ax∥2 = max
r=1,...,rank(A)

σr(最大奇异值)

严格区分矩阵的 2 范数和矩阵的 F 范数（l2 范数）！



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

矩阵范数

核范数 (非零奇异值之和)：

∥A∥∗ ≜
rank(A)∑
r=1

σr

内积用来表征两个矩阵（或其张成的空间）之间的夹角。常用的内积
是 Frobenius 内积：

⟨A,B⟩ ≜ Tr(ABT) =
∑
i,j

aijbij

显然，⟨A,A⟩ = ∥A∥2F。

定理
矩阵范数的柯西不等式 ∀A,B ∈ Rm×n，|⟨A,B⟩| ≤ ∥A∥F ∥B∥F。在 A
和 B 线性相关的时候取等。
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导数

定义
梯度 若函数 f : Rn → R 在点 x 的一个邻域内有意义且存在 g ∈ Rn

使得

lim
p→0

f(x+ p)− f(x)− gTp

∥p∥
= 0,

则称 f 在点 x 处可微。我们称 g 为 f 在点 x 处的梯度，记为 ∇f(x)。
若区域 D 上每一个点 x 都有 ∇f(x) 存在，则称 f 在 D 上可微。

基于该定义，若依次对每一个维度 i 取 p = εei（ei 为第 i 维的标准
基），则可得到

∇f(x) =

[
∂f(x)

∂x1
, ...,

∂f(x)

∂xn

]T
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二阶导数

定义
海瑟矩阵 若函数 f : Rn → R 在点 x 的二阶偏导数

{
∂2f(x)
∂xi∂xj

}
i,j=1,...,n

都存在，则

∇2f(x) ≜
[
∂2f(x)

∂xi∂xj

]
i,j=1,...,n

∈ Rn×n

称为 f 在点 x 处海瑟矩阵。若区域 D 上每一个点 x 都有 ∇2f(x) 存
在，则称 f 在 D 上可微。若 ∇2f(x) 在 D 上还连续，则称 f 在 D
上二阶连续可微，此时 ∇2f(x) 是一个对称阵。

定义
雅可比矩阵 对于向量值函数 f : Rn → Rm，可类比梯度定义它的雅可
比矩阵：

J(x) =

[
∂fi(x)

∂xj

]
ij

∈ Rn×m
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泰勒展开

若 f : Rn → R 是连续可微的，则

f(x+ p) = f(x) +∇f(x+ tp)Tp,

其中 0 < t < 1，p ∈ Rn。

若 f : Rn → R 是二阶连续可微的，则

∇f(x+ p) = ∇f(x) +

∫ 1

0

∇2f(x+ tp)pdt (对上式求导)

f(x+ p) = f(x) +∇f(x)Tp+
1

2
pT∇2f(x+ tp)p,

其中 0 < t < 1，p ∈ Rn。
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梯度 Lipschitz 连续

定义
梯度 Lipschitz 连续 对于可微函数 f，若存在 L > 0 对于任意
x, y ∈ domf 有

∥∇f(x)−∇f(y)∥ ≤ L∥x− y∥,

则称 f 是 L-Lipschitz 连续的。
L-Lipschitz 连续表明 ∇f(x) 的变化可以被自变量 x 的变化所控制，
这在算法的收敛性证明中将发挥重要的作用。

接下来两页的内容常常出现在许多算法的收敛性分析中。
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梯度 Lipschitz 连续

定理
二次上界 L-Lipschitz 连续的函数 f : Rn → R 有二次上界：

f(y) ≤ f(x) +∇f(x)T(y − x) +
L

2
∥y − x∥2,∀x, y ∈ domf.

证明.
通过构造辅助函数 g(t) = f

(
x+ t(y − x)

)
, t ∈ [0, 1] 来推导

f(y)− f(x)−∇f(x)T(y − x)

的上界。
这说明 L-Lipschitz 连续函数被一个二次函数的上界所控制，即 f(x)
的增长速度不超过二次。（domf 仅需是凸集即可，不需要是 Rn。）
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梯度 Lipschitz 连续

定理
差距的下界 若 L-Lipschitz 连续的函数 f : Rn → R 的定义域为 Rn 且
存在一个全局极小点 x∗，则

1

2L
∥∇f(x)∥2 ≤ f(x)− f(x∗),∀x ∈ Rn.

证明.
根据上一定理的结论可得

f(x∗) ≤ inf
y∈Rn

{
f(x) +∇f(x)T(y − x) +

L

2
∥y − x∥2

}
= f(x)− 1

2L
∥∇f(x)∥2. ▷− b

2a
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矩阵变量函数的导数

定义
Frechet 可微 对于函数 f : Rm×n → R，若存在矩阵 G ∈ Rm×n 满足

lim
V→0

f(X + V )− f(X)− ⟨G,V ⟩
∥V ∥

= 0,

则称 f 在 X 处 Frechet 可微，G 是相应意义下的梯度，记为 ∇f(X)。
同样有：

∇f(X) =

[
∂f

∂xij

]
ij
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矩阵变量函数的导数

定义
Gateaux 可微 对于函数 f : Rm×n → R，若存在矩阵 G ∈ Rm×n 对任
意方向 V ∈ Rm×n 和任意 t ∈ R 满足

lim
t→0

f(X + tV )− f(X)− t⟨G,V ⟩
t

= 0,

则称 f 在 X 处 Gateaux 可微，G 是相应意义下的梯度，仍然记为
∇f(X)。

Gateaux 可微其实是方向导数的某种推广。此外，若 f
是 Frechet可微的，则 f 是 Gateaux可微的，且二者意义下的梯度相等。

我们主要关注 Gateaux 可微。
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利用 Gateaux 可微的定义计算梯度

以下内容利用 Tr(A+B) = Tr(A) + Tr(B)、Tr(AB) = Tr(BA) 以及
∥ · ∥F 的定义来计算。

示例 1：考虑线性函数 f(X) = Tr(AXTB)，其中 A ∈ Rp×n，
B ∈ Rm×p，X ∈ Rm×n，则

lim
t→0

f(X + tV )

t
=

Tr
(
A(X + tV )TB

)
− Tr(AXTB)

t

= Tr(AV TB) = ⟨BA, V ⟩.

所以 ∇f(X) = BA。

示例 2：考虑二次函数 f(X,Y ) = 1
2∥XY −A∥2F，其中

(X,Y ) ∈ Rm×p × Rp×n，则

f(X,Y + tV, Y )− f(X,Y ) = t⟨V, (XY −A)Y T⟩+O(t2),

所以 ∇Y f(X,Y ) = XT(XY −A)。同理 ∇Xf(X,Y ) = (XY −A)Y T。
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利用 Gateaux 可微的定义计算梯度
示例 3：考虑 In-det 函数 f(X) = ln(det(X))，其中 X ∈ Sn

++，则给
定 X ≻ 0，对任意方向 V ∈ Sn 以及 t ∈ R，有

f(X + tV )− f(X)

= ln
(

det
(
X1/2(I + tX−1/2V X−1/2)X1/2

))
− ln

(
det(X)

)
= ln

(
det

(
I + tX−1/2V X−1/2

))
. ▷ det(AB) = det(A)det(B)

对正定阵 X−1/2V X−1/2 正交对角化1，设其特征值为 λ1, ..., λn，则

ln
(

det(I + tX−1/2V X−1/2)
)
= ln

n∏
i=1

(1 + tλi)

=

n∑
i=1

tλi +O(t2) ▷ x → 0 : ln(1 + x) = x+O(x2)

= tTr(X−1/2V X−1/2) +O(t2) ▷迹是特征值之和

= t⟨(X−1)T, V ⟩+O(t2) ▷∇f(X) = (X−1)T

1更多细节见http://hliangzhao.me/math/math.pdf。

http://hliangzhao.me/math/math.pdf
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自动微分

依据微积分中的链式法则，沿着从计算图中输出层到输入层的顺序，依
次计算并存储目标函数关于计算图中各层的中间变量以及参数的梯度。

第 l 层的误差可由第 l + 1 层的误差得到。

正向传播的计算图示例。

细节请参考文档http://hliangzhao.me/math/cheatsheet.pdf的章
节 5.2。

http://hliangzhao.me/math/cheatsheet.pdf
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广义实值函数

定义
广义实值函数 令 R̄ ≜ R ∪ {±∞} 为广义实数空间，则 f : Rn → R̄ 被
称为广义实值函数。

定义
适当函数 给定广义实值函数 f 和非空集合 X，若{

∃x ∈ X , f(x) < +∞
∀x ∈ X , f(x) > −∞,

则称 f 是关于 X 的适当函数（否则求 minimum 没有意义）。

若无特别指示，接下来及后续文档中提及的 f 均为适当函数，
且默认 R = R̄。
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闭函数

定义
α-下水平集 对于函数 f : Rn → R，称

Cα ≜ {x | f(x) ≤ α}

为 f 的 α-下水平集。α-下水平集是不超过某个阈值的自变量的集合。

定义
上方图（用于反推函数 f 的性质）对于函数 f : Rn → R，称

epif ≜ {(x, t) ∈ Rn+1 | f(x) ≤ t}

为 f 的上方图。
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闭函数

定义
闭函数 对于函数 f : Rn → R，若 epif 为闭集（集合所有的极限点都
是这个集合中的点——集合包含它的边界），则称 f 为闭函数。

定义
下半连续函数 对于函数 f : Rn → R，若 ∀x ∈ Rn，

lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x),

则称 f 为下半连续函数。
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闭函数

定理
闭函数和下半连续函数的等价性 对于函数 f : Rn → R，以下命题等
价：

1. f 的任意 α-下水平集都是闭集；

2. f 是下半连续的；

3. f 是闭函数。

证明.
2 ⇒ 3：设 (xk, yk) ∈ epif 且 limk→∞(xk, yk) = (x̄, ȳ)，则

f(x̄) ≤ lim inf
k→∞

f(xk) ≤ lim
k→∞

yk = ȳ,

这说明 (x̄, ȳ) ∈ epif，所以 epif 是闭集。
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闭函数

定理
闭函数和下半连续函数的等价性 对于函数 f : Rn → R，以下命题等
价：

1. f 的任意 α-下水平集都是闭集；

2. f 是下半连续的；

3. f 是闭函数。

证明.
3 ⇒ 1：取 α-下水平集的元素 xk → x̄，有 (xk, α) ∈ epif 且
(xk, α) → (x̄, α)，因为 f 是闭函数，所以必然有 (x̄, α) ∈ epif，即
f(x̄) ≤ α。这说明 f 的任意 α-下水平集都是闭集。
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闭函数

定理
闭函数和下半连续函数的等价性 对于函数 f : Rn → R，以下命题等
价：

1. f 的任意 α-下水平集都是闭集；

2. f 是下半连续的；

3. f 是闭函数。

证明.
1 ⇒ 2：反证法。假设存在序列 {xk} → x̄(k → ∞) 但
f(x̄) > lim infk→∞ f(xk)，取 t 使得

f(x̄) > t > lim inf
k→∞

f(xk).

根据下极限的定义，{xk | f(xk) ≤ t} 中必然含有无穷多个 xk，因此
{xk} 中存在子列 {xkl

} 使得 f(xxl
) ≤ t 且 limxkl

= x̄，则 t-下水平集
不是闭集，这与命题 1 矛盾。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

闭函数

以上关于闭函数的相关命题将为后面的定理证明提供极大的方便。
闭函数间的简单运算会保持原有性质：

1. 加法：若 f 和 g 均为闭函数，且 domf ∩ domg ̸= ∅，则 f + g 也
是闭函数。

2. 仿射映射的复合：若 f 为闭函数，则 f(Ax+ b) 也为闭函数。

3. 取上确界：若每一个 fα 均为闭函数，则 supα fα(x) 也为闭函数。
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直线与仿射集

定义
直线 对于 Rn 中的两个点 x1 和 x2，形如

y = θx1 + (1− θ)x2

的点组成了过点 x1 和 x2 的直线。当 0 ≤ θ ≤ 1 时，这样的点形成了
连接点 x1 和 x2 的线段。

定义
仿射集 若过集合 C 中任意两点的直线都在 C 内，则称 C 为仿射集，
即

x1, x2 ∈ C =⇒ θx1 + (1− θ)x2 ∈ C, ∀θ ∈ R.
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凸集

定义
凸集 若过集合 C 中任意两点的线段都在 C 内，则称 C 为凸集，即

x1, x2 ∈ C =⇒ θx1 + (1− θ)x2 ∈ C, ∀θ ∈ [0, 1].

显然，仿射集都是凸集。

（a）为凸集，（b）、（c）为非凸集。
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凸组合与凸包

定义
凸组合（凸集定义的扩展——从两个点扩展到多个点来定义）对于给
定的点 x1, ..., xk，∀θi ≥ 0,

∑
i θi = 1，形如

x =

k∑
i=1

θixi

的点称为 x1, ..., xk 的凸组合。

定义
凸包 集合 S 中的点所有可能的凸组合构成的集合称作 S 的凸包，记
为 convS。
convS 是包含 S 的最小的凸集。

离散点集和扇形的凸包。
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仿射包

去掉凸组合的定义中的 {θi}∀i ≥ 0 的限制，即可得到仿射包的概念。

定义
仿射包 设 S 为 Rn 的子集，则称

{
x | x =

k∑
i=1

θixi, x1, ..., xk ∈ S,
∑
θi

= 1
}

为集合 S 的仿射包，记为 affineS。

Rn 中的圆盘 S 的仿射包是一个平面。

affineS 是包含 S 的最小的仿射集。
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锥组合与凸锥

定义
锥组合 形如 x = θ1x1 + θ2x2, θ1 > 0, θ2 > 0 的点称为点 x1, x2 的锥组
合。

定义
凸锥 若集合 S 中任意点的锥组合都在 S 中，则称 S 为凸锥。

凸锥。
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重要的凸集

超平面与半空间：

1. 超平面：集合 {x|aTx = b, a ̸= 0}

2. 半空间：集合 {x|aTx ≤ b, a ̸= 0}

其中 a 是对应超平面和半空间的法向量。一个超平面将 Rn 分为两个
半空间。显然，超平面是仿射集和凸集，半空间是凸集但不是仿射集
（因为一端封闭）。

超平面和半空间。
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重要的凸集

球、椭球和锥：

1. 球：空间中到某个点距离不大于某个常数的点的结合。我们将

B(xc, r) =
{
x | ∥x− xc∥2 ≤ r} = {xc + ru | ∥u∥2 ≤ 1

}
称为中心为 xc、半径为 r 的欧几里得球。

2. 椭球：我们将形如{
x | (x− xc)

TP−1(x− xc) ≤ 1, P ∈ Sn
++

}
的集合称为椭球。椭球的另一种表示为 {xc +Au | ∥u∥+ 2 ≤ 1}，
其中 A 为非奇异方阵。

以上定义中使用的是 l2 范数，因此得到的都是欧几里得空间的距离。
如果不限制范数的类型，即 ∥ · ∥ 是任意一个范数，则称
{x | ∥x− xc∥ ≤ r} 是中心为 xc，半径为 r 的范数球，称
{(x, t) | ∥x∥ ≤ t} 为范数锥。欧几里得范数锥也称为二次锥。
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重要的凸集

多面体和半正定锥：

1. 多面体：满足线性等式和不等式组的点集{
x | Ax ≤ b, Cx = d

}
被称为多面体。多面体是有限个半空间和超平面的交集，因此是
凸集。

2.（半）正定锥：Sn
+（n× n 半正定阵的集合）是凸锥。因此又称之

为半正定锥。同理 Sn
++ 是正定锥。

二维半正定锥 S2
+。
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保凸运算

证明一个集合是凸集的方法：（1）定义；（2）简单凸集的保凸运算。常
用的保凸元算是取交集和仿射变换（缩放、平移、投影）。

定理
取交集 任意多个凸集的交为凸集。即，若 Ci, i ∈ I 是凸集，则⋂

i∈I
Ci

为凸集。这里不要求指标集 I 可列。

定理
仿射变换 设 f : Rn → R 是仿射变换 f(x) = Ax+ b，则

1. 凸集在 f 下的像是凸集：
S ⊆ Rn 是凸集 =⇒ f(S) ≜ {f(x) | x ∈ S} 是凸集；

2. 凸集在 f 下的原像是凸集：
C ⊆ Rm 是凸集 =⇒ f−1(C) ≜ {x ∈ Rn | f(x) ∈ C} 是凸集。
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分离超平面

超平面可以分离不相交的凸集。

定理
分离超平面定理 如果 C 和 D 是两个不相交的凸集，则存在非零向量
a 和常数 b，使得 {

aTx ≤ b ∀x ∈ C
aTx ≥ b ∀x ∈ D.

即超平面 {x | aTx = b} 分离了 C 和 D。

分离超平面。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

支撑超平面
当 C 是闭凸集，D 是单点集时，我们有严格分离定理。

定理
严格分离定理 设 C 是闭凸集，点 x0 /∈ C，则存在非零向量 a 和常数
b，使得 {

aTx < b ∀x ∈ C
aTx0 > b.

当点 x0 恰好在凸集 C 的边界上时，即可构造支撑超平面。

定义
支撑超平面 给定集合 C 及其边界上的一点 x0，如果 a ̸= 0 满足
∀x ∈ C, aTx ≤ aTx0，那么集合{

x | aTx = aTx0

}
为 C 在边界点 x0 处的支撑超平面。
几何上，{x | aTx = aTx0} 与 C 在点 x0 处相切且半空间 aTx ≤ aTx0

包含 C。
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支撑超平面

定义
支撑超平面（重述）给定集合 C 及其边界上的一点 x0，如果 a ̸= 0 满
足 ∀x ∈ C, aTx ≤ aTx0，那么集合{

x | aTx = aTx0

}
为 C 在边界点 x0 处的支撑超平面。

定理
支撑超平面定理 如果 C 是凸集，则在 C 的任意边界点处都存在支撑
超平面。
支撑超平面的几何直观：给定一个平面后，可把凸集边界上的任意一
点当成支撑点将凸集放置在该平面上。从几何直观来理解凸优化的性
质是非常重要的。
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凸函数

定义
凸函数 若函数 f 的定义域 domf 是凸集，且

f
(
θx+ (1− θ)y)

)
≤ θf(x) + (1− θ)f(y)

对所有 x, y ∈ domf, 0 ≤ 1 都成立，则称 f 是凸函数。如果对所有
x, y ∈ domf, 0 ≤ 1 都有上式严格成立（处处小于），则称 f 是严格凸
函数。

相应地，若 −f 凸函数，则称 f 为凹函数。很多凸函数的性质都可以
应用在凹函数上，因此我们主要讨论凸函数。
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强凸函数

定义
强凸函数 若存在常数 m > 0 使得

g(x) = f(x)− m

2
∥x∥2

为凸函数，则称 f 是强凸函数。其中 m 为强凸参数，也称 f 为 m-强
凸函数（曲线弯曲的更加厉害了，减去一个正定二次函数之后仍然是
凸的）。

定义
强凸函数的等价定义 若存在常数 m > 0 使得对于任意 x, y ∈ domf 以
及 θ ∈ (0, 1)，有

f
(
θx+ (1− θ)y

)
≤ θf(x) + (1− θ)f(y)− m

2
θ(1− θ)∥x− y∥2,

则称 f 是强凸函数（可以看到 f 一定是严格凸函数）。
显然，强凸函数比一般凸函数具有更快的收敛速度。
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强凸函数

定理
强凸函数解的唯一性 若 f 为强凸函数且存在最小值，则 f 的最小值
点唯一。

证明.
反证法。设 x ̸= y 均为 f 的最小值点，取 θ ∈ (0, 1)，则

f
(
θx+ (1− θ)y

)
≤ θf(x) + (1− θ)f(y)− m

2
θ(1− θ)∥x− y∥2

= f(x)− m

2
θ(1− θ)∥x− y∥2 ▷ f(x) = f(y)

< f(x),

其中严格不等号成立是因为 x ̸= y。这与 f(x) 是最小值矛盾。
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凸函数判定定理

定理
凸函数判定定理 f(x) 是凸函数当且仅当对任意的
x ∈ domf, v ∈ Rn, g : R → R，

g(t) = f(x+ tv), domg = {t | x+ tv ∈ domf}

是凸函数（将其限制在直线上，然后判定对应的一维函数是否是凸的）。

证明.
（1）必要性。任取 t1, t2 ∈ domg 以及 θ ∈ (0, 1)，则

x+ t1v ∈ domf, x+ t2v ∈ domf,

由 domf 是凸集可以得到

x+
(
θt1 + (1− θ)t2

)
v ∈ domf,

这说明 θt1 + (1− θ)t2 ∈ domg，因此 domg 是凸集。同样地，带入 g
的定义可以证得 g 是凸函数。
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凸函数判定定理

证明.
（2）充分性。对任意的 x, y ∈ domf 以及 θ ∈ (0, 1)，取
v = y − x, t1 = 0, t2 = 1，则 θ · 0 + (1− θ) · 1 ∈ domg，所以
x+ (1− θ)(y − x) = θx+ (1− θ)y ∈ domf，这说明 domf 是凸集。
根据 g(t) 的凸性，进一步有

g(1− θ) = g(θt1 + (1− θ)t2)

≤ θg(t1) + (1− θ)g(t2)

= θf(x) + (1− θ)f(y).

而等式左边有

g(1− θ) = f(x+ (1− θ)(y − x)) = f(θx+ (1− θ)y),

因此 f(x) 是凸函数。
有了凸函数判定定理，我们就可以结合定义和该定理来证明一个一般
函数是否为凸函数（还有更多判定方法待介绍）。
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凸函数示例

▶ 仿射函数：aTx+ b, a, x ∈ Rn，⟨A,X⟩, A,X ∈ Rm×n

▶ 指数函数：eax, a, x ∈ R

▶ 幂函数：xα, x > 0，当 α ≥ 1 或 α ≤ 0 是为凸函数

▶ 负熵：x lnx, x > 0

▶ 范数：所有向量与矩阵的范数都是凸函数（三角不等式）
利用凸函数判定定理来判定函数是否凸（示例）：

f(X) = − ln det(X) 是凸函数，domf = Sn
++。

任取 X ≻ 0 以及方向 V ∈ Sn，则

g(t) = − ln det(X + tV ) = − ln detX − ln det(I + tX−1/2V X1/2)

= − ln detX −
n∑

i=1

ln
(
1 + tλi

)
,

其中 λi ≥ 0 是 X−1/2V X1/2 的第 i 个特征值。显然 g(t) 是关于 t 的
凸函数，因此 f(X) 是凸函数。
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利用导数判定凸性

定理
一阶条件 对于定义在凸集上的可微函数 f，f 是凸函数当且仅当

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T(y − x), ∀x, y ∈ domf.

证明.
（1）必要性。对于任意的 x, y ∈ domf 以及 t ∈ (0, 1)，

tf(y) + (1− t)f(x) ≥ f(x+ t(y − x)) ⇒

f(y)− f(x) ≥ f(x+ t(y − x))− f(x)

t
⇒

t → 0 : f(y)− f(x) ≥ ∇f(x)T(y − x).
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利用导数判定凸性

定理
一阶条件 对于定义在凸集上的可微函数 f，f 是凸函数当且仅当

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T(y − x), ∀x, y ∈ domf.

证明.
（2）充分性。对于任意的 x, y ∈ domf 以及 t ∈ (0, 1)，定义
z = tx+ (1− t)y，则

f(x) ≥ f(z) +∇f(z)T(x− z)

f(y) ≥ f(z) +∇f(z)T(y − z)

可得到

tf(x) + (1− t)f(y) ≥ f(z) + 0.
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利用导数判定凸性

定理
一阶条件 对于定义在凸集上的可微函数 f，f 是凸函数当且仅当

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T(y − x), ∀x, y ∈ domf.

可微函数的任意一点处的一阶近似可以得到 f 的一个全局下界。
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梯度单调性

定理
梯度单调性 设 f 是可微函数，则 f 为凸函数当且仅当 domf 为凸集
且 ∇f 为单调映射，即(

∇f(x)−∇f(y)
)T

(x− y) ≥ 0, ∀x, y ∈ domf.

证明.
（1）必要性。若 f 可微且为凸函数，则根据一阶条件有

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T(y − x)

f(x) ≥ f(y) +∇f(y)T(x− y),

相加即可。
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梯度单调性

定理
梯度单调性 设 f 是可微函数，则 f 为凸函数当且仅当 domf 为凸集
且 ∇f 为单调映射，即(

∇f(x)−∇f(y)
)T

(x− y) ≥ 0, ∀x, y ∈ domf.

证明.
（2）充分性。构造一元辅助函数 g(t) = f(x+ t(y − x))，则
g′(t) = ∇f

(
x+ t(y − x)

)T
(y − x)。根据 ∇f 的单调性可得

g′(t) ≥ g′(0),∀t ≥ 0。因此

f(y) = g(1) = g(0) +

∫ 1

0

g′(t)dt

≥ g(0) + g′(0) = f(x) +∇f(x)T(y − x).
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梯度单调性

严格凸函数和强凸函数也具有对应的梯度单调性。

定理
梯度单调性 设 f 是可微函数，domf 为凸集，则

1. f 是 严格凸函数 当且仅当(
∇f(x)−∇f(y)

)T
(x− y) > 0, ∀x, y ∈ domf.

2. f 是 m-强凸函数 当且仅当(
∇f(x)−∇f(y)

)T
(x− y) ≥ m∥x− y∥2, ∀x, y ∈ domf.
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利用二阶导数判定凸性

定理
二阶条件 设 f 是定义在凸集上的二阶连续可微函数，则 f 是凸函数
当且仅当

∇2f(x) ⪰ 0, ∀x ∈ domf.

若正定，则 f 是严格凸函数。

证明.
（1）必要性。假设存在点 x 使得 ∇2f(x) ⪰̸ 0，即存在非零向量 v ∈ Rn

使得 vT∇2f(x)v < 0。在 x+ tv 处泰勒展开得

f(x+ tv)− f(x)− t∇f(x)Tv

t2
=

1

2
vT∇2f(x)v + o(1).

所以当 t 充分小的时候 o(1) → 0，即
f(x+ tv)− f(x)− t∇f(x)Tv < 0。这与一阶条件的结论相矛盾。
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利用二阶导数判定凸性

定理
二阶条件 设 f 是定义在凸集上的二阶连续可微函数，则 f 是凸函数
当且仅当

∇2f(x) ⪰ 0, ∀x ∈ domf.

若正定，则 f 是严格凸函数。

证明.
（2）充分性。对任意的 x, y ∈ domf，根据泰勒展开可得

f(y) = f(x) +∇f(x)T(y − x) +
1

2
(y − x)T∇2f

(
x+ t(y − x)

)
(y − x)︸ ︷︷ ︸

半正定性可得本项≥0

,

其中 t ∈ (0, 1)。这正是凸函数判定的一阶条件。
本证明稍加改造，即可得到严格凸函数的二阶条件的证明。
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利用二阶导数判定凸性

示例：

▶ 二次函数：f(x) = 1
2x

TPx+ qTxr(P ∈ Sn)，显然

∇f(x) = Px+ q, ∇2f(x) = P.

因此 f 是凸函数当且仅当 P ⪰ 0。

▶ 最小二乘函数：f(x) = 1
2∥Ax− b∥2，显然

∇f(x) = AT(Ax− b), ∇2f(x) = ATA.

所以对任意的 A 都有 f 是凸函数。
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利用上方图判定凸性

定理
上方图和凸函数的关系 函数 f(x) 是凸函数当且仅当其上方图 epif 是
凸集。

证明.
（1）必要性。取 x1, x2, t1, t2 使得 f(x1) ≤ t1, f(x2) ≤ t2。则
f(θx1 + (1− θ)x2) ≤ θt1 + (1− θ)t2。这说明(

θx1 + (1− θ)x2, θt1 + (1− θ)t2
)
∈ epif, θ ∈ (0, 1).

所以 epif 为凸集。
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利用上方图判定凸性

定理
上方图和凸函数的关系 函数 f(x) 是凸函数当且仅当其上方图 epif 是
凸集。

证明.
（2）充分性。显然 (x1, f(x1)) ∈ epif, (x2, f(x2)) ∈ epif，因为 epif 是
凸集，所以(

θx1 + (1− θ)x2, θf(x1) + (1− θ)f(x2)
)
∈ epif, θ ∈ (0, 1).

所以 f
(
θx1 + (1− θ)x2

)
≤ θf(x1) + (1− θ)f(x2)。即 f 是凸函数。
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保凸运算

判定一个函数是否是凸函数的方法：（1）凸函数判定定理（定义）；（2）
对可微函数利用一阶条件和二阶条件；（3）判断 epif 是否为凸集；（4）
由简单凸函数的保凸运算得到（非负加权和、与仿射函数复合、逐点
取最大值等）。

定理
保凸运算

▶ f 凸 =⇒ ∀α ≥ 0, αf 凸

▶ f1 和 f2 凸 =⇒ f1 + f2 凸

▶ f 凸 =⇒ f(Ax+ b) 凸

▶ f1, f2, ..., fm 凸 =⇒ f(x) = max{f1(x), f2(x), ..., fm(x)} 凸
▶ ∀y ∈ A, f(x, y) 关于 x 凸 =⇒ g(x) ≜ supy∈A f(x, y) 凸

proof sketch. epig =
⋂

y∈A epif(·, y) 作为多个凸集的交集仍然是
凸集。
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保凸运算

定理
保凸运算（续）

▶ g : Rn → R 凸 & h : R → R 凸且单调不减 =⇒ f(x) ≜ h(g(x)) 凸

▶ g : Rn → R 凹 & h : R → R 凸且单调不增 =⇒ f(x) ≜ h(g(x)) 凸

▶ 给定 g : Rn → Rk, h : Rk → R，

f(x) = h(g(x)) = h(g1(x), ..., gk(x)).

gi 凸 & h 凸且关于每个分量单调不减 =⇒ f 凸
gi 凹 & h 凸且关于每个分量单调不增 =⇒ f 凸
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保凸运算

定理
保凸运算（续）

▶ f(x, y) 是关于 (x, y) 的凸函数且 C 是凸集
=⇒ g(x) ≜ infy∈C f(x, y) 凸
proof sketch. 根据 g 的定义可得

f(xi, yi) ≤ g(xi) + ε, ∀i = 1, 2.

因此

g(θx1 + (1− θ)x2) = inf
y∈C

f(θx1 + (1− θ)x2, y)

≤ f(θx1 + (1− θ)x2, θy1 + (1− θ)y2) ▷ C是凸集
≤ θf(x1, y1) + (1− θ)f(x2, y2) ▷ f是凸的
≤ θg(x1) + (1− θ)g(x2) + ε.

最后令 ε → 0 即可。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

保凸运算

定理
保凸运算（续）

▶ 定义函数 f : Rn → R 的透视函数 g : Rn × R → R，

g(x, t) = tf
(x
t

)
, domg =

{
(x, t) | x

t
∈ domf, t > 0

}
若 f 是凸函数，则 g 是凸函数。

带入凸函数的定义即可证明。
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保凸运算示例
与仿射函数复合保凸：

▶ 线性不等式的对数障碍函数

f(x) = −
m∑
i=1

ln
(
bi − aT

i x
)
, domf = {x | aT

i x < bi, i = 1, ...,m}

是凸函数。

▶ 仿射函数的任意范数 f(x) = ∥Ax+ b∥ 都是凸函数。

逐点取最大值保凸：

▶ 分段线性函数 f(x) = maxi=1,..,m

(
aT
i x+ b

)
是凸函数。

▶ x ∈ Rn 的前 r 个最大分量之和

f(x) = max
{ ir∑

i=i1

xi | 1 ≤ i1 < ... < ir ≤ n

}

是凸函数。
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保凸运算示例

逐点取上确界保凸：

▶ 集合 C 的支撑函数

SC(x) = sup
y∈C

yTx

是凸函数。

▶ 集合 C 的点到给定点 x 的最远距离

f(x) = sup
y∈C

∥x− y∥

是凸函数。

▶ 求对称阵的最大特征值

λmax(X) = sup
∥y∥2=1

yTXy, X ∈ Sn

是凸函数。
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保凸运算示例

凸函数之间的复合保凸：

▶ g(x) 凸 =⇒ exp(g(x)) 凸。
▶ g(x) 是正值凹函数 =⇒ 1

g(x) 是凸函数。

▶ g(x) 是正值凹函数 =⇒
∑m

i=1 ln(gi(x)) 是凹函数。
▶ gi(x) 凸 =⇒ ln

∑m
i=1 exp(gi(x)) 凸。
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保凸运算示例

取下确界保凸：

▶ 对于函数 f(x, y) = xTAx+ 2xTBy + yTCy，其中
A ∈ Sm, C ∈ Sn, B ∈ Rm×n（这其实是一个二次型，
(x, y) → x′）。其海瑟矩阵若满足[

A B
BT C

]
⪰ 0, C ≻ 0,

则 f(x, y) 为凸函数。对 y 求最小值得（求导2得 y∗ = −C−1BTx）

g(x) = inf
y
f(x, y) = xT(A−BC−1BT)x,

根据 f(x, y) 的海瑟矩阵满足的条件可以得到
(A−BC−1BT) ⪰ 0，因此 g 是凸函数。

▶ 点 x 到凸集 C 的最短距离 dist(x, C) = infy∈C | x− y∥ 是凸函数。

2矩阵微积分可参考The Matrix Cookbook。

https://www.math.uwaterloo.ca/~hwolkowi/matrixcookbook.pdf
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凸函数的性质

定理
连续性 设 f : Rn → (−∞,+∞] 为凸函数。对任意点 x0 ∈ intdomf，
有 f 在点 x0 处连续。这里 intdomf 表示定义域 domf 的内点（一个
点是某个集合的内点 iff 存在以该点为中心的开球/邻域被包含于本集
合）。
这表明凸函数在定义域的内点处连续，可以认为凸函数“差不多是连
续的”。

这一定理可直接得到如下推论：

定理
连续性 设 f(x) 是凸函数，且 domf 是开集，则 f(x) 在 domf 上是
连续的。
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凸函数的性质

定理
凸下水平集 设 f(x) 是凸函数，则 f(x) 所有的 α-下水平集 Cα 为凸
集。

证明.
任取 x1, x2 ∈ Cα，对任意的 θ ∈ (0, 1) 有

f
(
θx1 + (1− θ)x2

)
≤ θf(x1) + (1− θ)f(x2)

≤ θα+ (1− θ)α = α.

本命题的逆命题不成立。
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凸函数的性质

定理
二次下界 设 f(x) 是参数为 m 的可微强凸函数，则

f(y) ≥ f(x) +∇f(x)T(y − x) +
m

2
∥y − x∥2, ∀x, y ∈ domf.

证明.
结合强凸函数的定义和一阶条件可证。令 g(x) = f(x)− m

2 ∥x∥
2，则对

g(x) 运用一阶条件可得

f(y)− m

2
∥y∥2 ≥ f(x)− m

2
∥x∥2 + (∇f(x)−mx)T(y − x).

定理
下水平集有界 设 f(x) 是可微强凸函数，则 f 的所有 α-下水平集都有
界。（proof sketch：取 x ∈ Cα, y ∈ Cβ 带入上式则 β 有下界。）
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共轭函数

定义
共轭函数 任意（适当）函数 f 的共轭函数定义为

f∗(y) = sup
x∈domf

{
yTx− f(x)

}
.

我们关心共轭函数是因为引入拉格朗日乘子法和对偶问题之后，一定
会出现此式。f∗(y) 是广义实值函数，可取到正无穷。因此我们规定
domf∗ 为使得 f∗(y) 有限的 y 的集合。根据保凸运算第五条可知任意
函数的共轭函数都是凸函数。

对固定的 y，f∗(y) 的几何意义。
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常见的共轭函数

定理
Fenchel 不等式 f(x) + f∗(y) ≥ xTy（定义显然可得）。
常见函数的共轭函数：

▶ 对于二次函数 f(x) = 1
2x

TAx+ bTx+ c，
（1）若 f 强凸（A ≻ 0）：

f∗(y) =
1

2
(y − b)TA−1(y − b)− c

（带入 x∗ = −A−1(y − b) 得到。）
（2）若 f 一般凸（A ⪰ 0）：

f∗(y) =
1

2
(y − b)TA+(y − b)− c, domf∗ = R(A) + b.

这里 A+ 是 A 的 Moore-Penrose 逆，R(A) = {Ax | x ∈ domf}
是 A 的像空间。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

常见的共轭函数

▶（凸集的示性函数）给定凸集 C，其示性函数为

IC(x) =

{
0 x ∈ C
+∞ x /∈ C.

则

I∗C(y) = sup
x
{yTx− IC(x)} = sup

x∈C
yTx.

又称 I∗C(y) 为凸集 C 的支撑函数。
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常见的共轭函数

▶（范数）范数的共轭函数为其单位对偶范数球的示性函数，即若
f(x) = ∥x∥，则

f∗(y) =

{
0 ∥y∥∗ ≤ 1
+∞ ∥y∥∗ > 1,

其中对偶范数 ∥y∥∗ ≜ sup∥x∥≤1 x
Ty。

分类讨论：
（1）若 ∥y∥∗ ≤ 1，则结合柯西不等式可得 yTx ≤ ∥x∥ 对任意 x 成
立（在 x = 0 时取等）。从而 supx∈domf{yTx = −∥x∥} = 0。
（2）若 ∥y∥∗ > 1，则至少存在一个 x 使得 ∥x∥ ≤ 1 且 xTy > 1。
从而对任意 t > 0 有

f∗(y) ≥ yT(tx)− ∥tx∥ = t(yTx− ∥x∥).

显然 t → ∞ 时右端 → ∞。
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二次共轭函数

定义
二次共轭函数 任意函数 f 的二次共轭函数定义为

f∗∗(x) = sup
y∈domf∗

{xTy − f∗(y)}.

根据闭函数之间简单运算的保闭性以及任意函数的共轭函数的凸性可
知 f∗∗(x) 恒为闭凸函数。由 Fenchel 不等式可知 ∀x，

f∗∗(x) ≤ sup
y∈domf∗

{xTy + f(x)− xTy} = f(x).

等价地，epif ⊆ epif∗∗。
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二次共轭函数

定理
二次共轭函数与原函数的等价性 若 f 为闭凸函数，则

f∗∗(x) = f(x),∀x.

等价地，epif∗∗ = epif。

证明.
因为对任意 x 有 f∗∗(x) ≤ f(x)，所以只要同时有 ∀x, f∗∗(x) ≥ f(x)
即可得证。采用反证法：假设存在 x 使得 (x, f∗∗(x)) /∈ epif，则必然
存在严格分割超平面使得[

a
b

]T [
z − x

s− f∗∗(x)

]
≤ c < 0, ∀(z, s) ∈ epif �

且 a ∈ Rn, b, c ∈ R, b ≤ 0（b > 0 则 s → ∞ 时矛盾）。这个式子由{
aTx < b ∀x ∈ C ≜ epif
aTx > b

相减得到。
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二次共轭函数

定理
二次共轭函数与原函数的等价性 若 f 为闭凸函数，则

f∗∗(x) = f(x),∀x.

等价地，epif∗∗ = epif。

证明.
接下来对 b 分类讨论。
若 b < 0，取 s = f(z) 并用 y 替换 −a

b 代入上述不等式可得

f∗(y)− yTx+ f∗∗(x) ≤ −c

b
< 0

这与 Fenchel 不等式矛盾。



.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

二次共轭函数

定理
二次共轭函数与原函数的等价性 若 f 为闭凸函数，则

f∗∗(x) = f(x),∀x.

等价地，epif∗∗ = epif。

证明.
若 b = 0，取 ŷ ∈ domf∗ 并给

[
a
b

]
加上一个

[
ŷ
−1

]
的 ε 倍（ε > 0），得

[
a+ εŷ
−ε

]T [
z − x

s− f∗∗(x)

]
≤ c+ ε

(
f∗(ŷ)− ŷTx+ f∗∗(x)

)
< 0,

这化归成了 b < 0 的情况，遵循相同的步骤，从而得出矛盾。
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总结

本 slide 主要讨论了以下内容：
▶ 向量范数和矩阵范数的定义与性质；
▶ 导数与二阶导数的定义，对应版本的泰勒展开；
▶ 梯度 Lipschitz 连续及其性质；
▶ 矩阵变量函数的导数的定义与计算；
▶ 广义实值函数与闭函数；
▶ 一些几何概念：凸集、凸组合、凸包、凸锥、超平面等；
▶ 凸函数以及强凸函数的定义与性质；
▶ 凸函数的四类判定方法；
▶ 共轭函数与二次共轭函数。


