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1 引言

求解无约束非线性优化问题的算法有很多种。最常用的无约束非线性优化算法是一维搜索（line
search），其核心是找到合适的迭代方向和每次迭代的最优步长。如果没有曲线信息可供利用（一阶、
二阶甚至更高阶的导数），那么可以用黄金分割法、斐波那契法等方法缩小搜索区间，也可以借助多
项式的强大表示能力执行插值法（牛顿法就是二点二次插值）；如果有信息可用，那么通常借助泰勒
展开式获得迭代方向。具体地，如果有一阶信息可供利用，那么可以采用梯度法（最速下降法）及
其一系列的改进方法（泰勒一阶展开）；如果有二阶信息可供利用，那么可以采用牛顿法及其一系列
的改进方法（泰勒二阶展开）。牛顿法的两大问题分别是 Hessian 矩阵不总正定和 Hessian 矩阵的逆
太难算。对于前者，改进策略是提出各种修正方案保证迭代方向一定是函数下降的方向。共轭梯度
法（Conjugate Gradient method, CG）就是一种常用的改进方法，其收敛速度介于梯度法和牛顿法
之间；对于后者，改进策略是各种拟牛顿法（用别的矩阵来代替 Hessian 矩阵的逆）。除了一维搜索，
另一类无约束非线性优化的算法是信赖域方法。本质上，信赖域方法是在局部用二次型插值目标曲
线，仍就是借助多项式的强大表示能力。
本文将重点介绍共轭梯度法（以下简称 CG）。CG 是解决大型线性方程组问题最流行的迭代算

法。它对于如下形式的问题特别有效：
Ax = b, (1.1)

其中 A ∈ Rn×n 是一个对称正定矩阵1，b ∈ Rn 是一个已知向量，x ∈ Rn 是待求解的未知向量。当
然，我们有很多算法可以求解线性方程组问题，例如高斯消去法（对 A 执行 LU 分解）、基于迭代的
Jacobi 方法、Gauss-Seidel 方法以及松弛法等。作为一种基于迭代的方法，和高斯消去法相比，CG
的优势在于当 A 是大规模稀疏矩阵的时候，其速度和内存占用都小于高斯消去法；和 Jacobi 方法
及其改进相比，当 A 是对称正定矩阵时，CG 可以保证收敛到 Ax = b 的真值。这些结论我们都会
在后文中给出证明。
本文将从二次型出发，首先给出梯度法及其性能分析，随后深入分析 CG的理论原理、算法步骤、

最优性以及收敛速率。此外，除非明确指出，否则本文提到的矩阵均为 n 阶方阵。

2 二次型

二次型（the Quadratic Form）是一个从向量映射到标量的函数：

f(x) ≜ 1

2
xTAx− bTx+ c, (2.1)

其中 A ∈ Rn×n，x, b ∈ Rn，c ∈ R。根据矩阵微积分可知 ∂xTAx
∂x = (A+AT)x，∂bTx

∂x = b。当 A 是
一个对称矩阵时，∂xTAx

∂x = 2Ax，∇xf(x) = Ax− b。
根据局部极小值存在的一阶必要条件，f(x) 的局部极小值由 1

2 (A + AT)x = b 的解给出。当 A
是一个对称正定矩阵时，A 必然可逆2，不妨设 x⋆ = A−1b，即 ∇xf(x) = 0 的解。令 x = x⋆ + e，
则 ∀e ∈ Rn，

f(x⋆ + e) =
1

2
(x⋆ + e)TA(x⋆ + e)− bT(x⋆ + e) + c

= f(x⋆) +
1

2
eTAe

> f(x⋆).

1方阵 A ∈ Rn×n 是正定的当且仅当 ∀x ∈ Rn，xTAx > 0 恒成立。正定矩阵必然可逆，但不一定可以对角化。对称矩阵
必然可以正交对角化，但不一定可逆。更多细节可以阅读http://hliangzhao.me/math/math.pdf。

2这是因为正定矩阵必然可逆，与是否对称无关。简要证明：若存在 λ 和非零向量 x 使得 Ax = λx，则 xTAx > 0 ↔
λ∥x∥2 > 0 ↔ λ > 0。即，只要存在特征值和对应的非零特征向量，那么特征值必然为正数。因为 |A| 等于其所有特征值的
乘积，所以行列式必然不为零，故 A 必然可逆。
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这说明当 A是一个对称正定矩阵时，通过求解 Ax = b得到的就是 f(x)的全局最小值。这相当于把
一个二次型的最优化问题转变成了线性方程组的求解问题。当 A是一个对称正定矩阵时，f(x)的图
像是一个图形开口向上的抛物面。如果 A 非正定，那么其全局最小值点就可能不止一个。Fig. 2.1展
示了不同的 A ∈ R2×2 对 f(x) 的图像的影响。

Figure 2.1: 不同的 A 对 f(x) 的图像的影响。（a）正定矩阵的二次型；（b）负定矩阵的二次型；（c）奇异矩
阵和非正定矩阵的二次型；（d）不定矩阵的二次型：此时解是一个鞍点，梯度法和 CG 均无法处理该问题。

3 最速下降法

3.1 方向和最优步长

最速下降法即梯度法。作为一种一维搜索算法，梯度法采取函数梯度的反方向作为迭代方向，并
通过求导的方式确定迭代的最优步长。因为梯度是函数值增长最快的方向，所以梯度下降的方向是
函数值减少最快的方向，这就是为什么梯度法又被称为最速下降法的原因。在梯度法中，我们将从
任意点 x(0) 开始，经过迭代得到 x(1),x(2), ...，直到达到最大迭代次数或者误差满足要求为止。在第
i 轮迭代中，梯度法选择的方向为 b−Ax(i)

3。为了简化描述，我们定义如下变量：

• 误差向量：e(i) ≜ x(i) − x⋆，表示第 i 轮迭代时 x(i) 和全局最小值点 x⋆ 的距离；

• 残差向量：r(i) ≜ b−Ax(i)，表示第 i 轮迭代时 Ax(i) 和 b 之间的距离。

残差向量其实就是最速下降的方向，且 r(i) = b−Ax(i) = Ax⋆ −Ax(i) = −Ae(i)。这个等价变换会
反复用到，务必记住。因此 x 将按照如下公式进行更新：

x(i+1) ← x(i) + α · r(i), (3.1)
3别忘了只有当 A 是对称矩阵的时候才有 ∇xf = Ax− b。不管 A 是否为对称阵，梯度法都会选取 b− Ax(i) 作为迭代

方向，因此梯度法并不能够保证收敛。我们会在后文只会给出当 A 为对称阵和对称正定阵时的收敛速度。
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其中 α 是第 i 轮迭代时的最优步长。如何确定 α 呢？如果我们将 f(x(i+1)) 视为 α 的函数 φ(α)，那
么根据局部极小值存在的一阶必要条件，α 应当使得 ∇αφ(α) = 0，即

∇αφ(α) = ∇αf(x(i+1))

=
(
∇x(i+1)

f(x(i+1))
)T∇αx(i+1)

= −rT
(i+1)r(i)

= 0. (3.2)

(3.2)表明最优步长 α 使得前后两轮的迭代方向相互垂直（正交）。关于 α 的确定，Fig. 3.1给了一个
形象的描述。

Figure 3.1: 梯度法第一轮迭代的形象描述。（a）（b）在 x(0) = [−2,−2]T 处经过梯度下降的方向做垂直于
x1x2 轴的平面；（c）截面和 f(x) 的曲面的交线是一条抛物线，抛物线底部点即对应于函数值最小值点，将其
视为 α 的函数即可根据一阶导为零求出 α 的值；（d）α 的取值让第一轮迭代和第二轮迭代的方向相互垂直。

根据(3.2)可得：

rT
(i+1)r(i) = (b−Ax(i+1))

Tr(i)

=
[
b−A(x(i) + α · r(i))

]T
r(i)

= (b−Ax(i))
Tr(i) − α(Ar(i))

Tr(i)

= rT
(i)r(i) − αr

T
(i)Ar(i)

= 0, (3.3)

因此可以确定 α 的取值：

α =
rT
(i)r(i)

rT
(i)Ar(i)

. (3.4)

至此，梯度法已经讲解完毕。其过程为：对于任意初始点 x(0)，将(3.4)代入(3.1)中，根据(3.1)更新
依次得到 x(1),x(2), ...，直到达到最大迭代次数或者误差满足要求为止。当 A 为对称正定阵的时
候，梯度法一定可以收敛到全局最优解，因此迭代的终止条件可设为 rk = 0。梯度法的算法描述在
Algorithm 1 中。
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Algorithm 1: 梯度法（Steepest Descent）.
Input: 对称正定矩阵 A ∈ Rn×n，向量 b ∈ Rn

Output: x⋆，既是线性方程组 Ax = b 的解，也是 argminx f(x)
1 r(0) = b−Ax(0)

2 k = 0
3 while rk ̸= 0 do
4 k = k + 1

5 α(k) =
(
rT
(k−1)r(k−1)

)
/
(
rT
(k−1)Ar(k−1)

)
6 x(k) = x(k−1) + α(k) · r(k−1)

7 r(k) = b−Ax(k)

8 end while
9 return x(k)

Algorithm 1 的每一轮迭代中有两次矩阵-向量乘法运算（step 5 和 step 7），这是很耗时的。因
此，我们可以想办法减少一次矩阵-向量乘法来降低复杂度。怎么操作？观察 Algorithm 1 第 6 行，
有

x(k) = x(k−1) + α(k) · r(k−1) ⇐⇒

−Ax(k) + b = −(Ax(k−1) − b)− α(k)Ar(k−1) ⇐⇒

r(k) = r(k−1) − α(k)Ar(k−1). (3.5)

(3.5)表明我们可以用 r(k−1)−α(k)Ar(k−1) 代替 b−Ax(k) 来更新 r(k)！因为 Ar(k−1) 的结果可以复
用，所以这就避免了第 7 行的矩阵-向量乘法。但是，有得必有失。这种降低复杂度的策略是以牺牲
计算 r(k) 的精度为代价的。因为 r(k) 的计算没有用到最新的 x(k)，所以会有舍入误差。这个问题可
以通过定期重新采用 b−Ax(k) 更新 r(k) 解决。改进策略的算法描述在 Algorithm 2 中。

Algorithm 2: 改进的梯度法.
Input: 对称正定矩阵 A ∈ Rn×n，向量 b ∈ Rn，停止条件 ε，最大

迭代次数 MaxIter
Output: 线性方程组 Ax = b 的一个满足精度要求的解

1 r(0) = b−Ax(0), δ(0) = rT
(0)r(0)

2 k = 0
3 while k < MaxIter and δ(k) > ε2δ(0) do
4 q = Ar(k), α(k) = δ(k)/r

T
(k)q

5 x(k+1) = x(k) + α(k)r(k)
6 if k is divisible by ⌈

√
n⌉ then

7 /* Periodically update by the original formula */
8 r(k+1) = b−Ax(k+1)

9 else
10 /* Reduce complexity according to (3.5) */
11 r(k+1) = r(k) − α(k)q

12 end if
13 k = k + 1, δ(k) = rT

(k)r(k)

14 end while
15 return x(k)
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3.2 特征值的相关特性

3.2.1 谱半径

求解线性方程组的迭代算法通常会反复将一个矩阵作用在一个向量上。因此本章节先谈一谈特征
值和特征向量的相关特性，再开展梯度法的收敛性分析。
设 v 是矩阵 B 的一个特征向量，则存在常数 λ 使得 Bv = λv。也就是说，当 B 作为一个线性

变换作用到向量 v 上时，只会让 v 在所在方向上发生长度的伸缩或变成反向向量，而不会发生旋转
变换。不断地左乘 B，我们主要关心如下两种不同的情形：

• 若 |λ| < 1，那么 limk→∞ Bkv 会收缩至 0;

• 若 |λ| > 1，那么 limk→∞ Bkv 会趋于 ∞。

Fig. 3.2和 Fig. 3.3分别给出了一个对应的例子。

Figure 3.2: λ = −0.5 时 Bkv 的变化情况。

Figure 3.3: λ = 2 时 Bkv 的变化情况。

如果将向量看成线性空间中的一个点，那么左乘矩阵可以看成是对点施加的一种运动（使点发生
位移）。特征值反映了运动的速度，而特征向量则反映了运动的方向。线性变换是各个方向上不同速
度的运动的叠加。从这个理解出发，就会想明白为什么对于任意向量 x，不断左乘 B，x 会不断贴
合到 B 最大特征值对应的特征空间上。我们知道，特征值分解就是和对角阵互为相似矩阵，即对角
化。任意矩阵 B ∈ Rn×n 可对角化当且仅当该矩阵具有 n 个线性无关的特征向量4。任意对称矩阵都
可以进行正交对角化，即其 n 个线性无关的特征向量组成的矩阵是一个正交矩阵。当我们将对称阵
B 作用在任意向量 x 上时，可以将 x 用 B 的 n 个线性无关的特征向量 {v1, ...,vn} 的线性组合表
示，即

x =

n∑
i=1

civi,

那么 Bx =
∑n

i=1 ciλivi，其中 λi 为 vi 对应的特征值。注意，我们总可以选取合适的特征向量使得
∀i, ci = 1。因此上式可简化为 x =

∑n
i=1 vi。那么，只要存在一个 i 使得 |λi| > 1，Bkx 的长度就会

发散至无穷大。只有当所有特征值的绝对值均小于 1 时，Bkx 才能收敛到 0。可以看出，Bkx 能否
收敛到 0 是由最大的 |λi| 决定的，我们将这个数值定义为 B 的谱半径（spectral radius）：

ρ(B) ≜ max
i
|λi|. (3.6)

4关于线性代数的更多基础内容请参阅http://hliangzhao.me/math/math.pdf，此处将不再给出相关基础理论的证明。
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如果 B 不具备 n 个线性无关的特征向量，那么我们称 B 是退化矩阵 (defective matrix)。此时无法
对角化（特征值分解）。本文只关心对称正定阵，因此关于退化矩阵的内容不再展开描述。

3.2.2 雅各比迭代

我们先前提到过，对于线性方程组问题 Ax = b，一类典型的方法是 Jacobi 算法。Gauss-Seidel
方法和松弛法均是在 Jacobi 算法的基础上的改进版本。本章节我们将深入理解 Jacobi 算法，其中
涉及的一些观念将会用于梯度法的收敛性分析。
将 Ax = b 展开可得

xi =
bi −

∑
j ̸=i aijxj

aii
, (3.7)

由此可得 Jacobi 的迭代公式：

x
(k+1)
i =

bi −
∑i−1

j=1 aijx
(k)
j −

∑n
j=i+1 aijx

(k)
j

aii
(3.8)

显然该方法要求 ∀i, aii ̸= 0。如果在更新 x
(k+1)
i 的时候对于所有排在其前面的 xj 采用最新的数据

x
(k+1)
j ，那么就得到了

x
(k+1)
i =

bi −
∑i−1

j=1 aijx
(k+1)
j −

∑n
j=i+1 aijx

(k)
j

aii
, (3.9)

这就是 Gauss-Seidel 方法的迭代公式。不出意外地，Gauss-Seidel 方法的收敛速度应当快于 Jacobi
方法。
我们也可以采用矩阵分解的方式表达上述迭代方程。具体地，令 D = diag(A)，E 是 A 严格下三

角部分的负组成的下三角矩阵，F 是 A 严格上三角部分的负组成的上三角矩阵，则 A = D−E− F。
所以 Ax = b 等价于

(D− E− F)x = b

D−1(D− E− F)x = D−1b

x = D−1(E + F)x+ D−1b.

定义 B ≜ D−1(E + F)，z ≜ D−1b，则 Jacobi 迭代公式(3.8)可写作

x(k+1) = Bx(k) + z. (3.10)

我们将 Ax = b 的真值记为 x⋆，并称之为驻点 (stationary point)。第 i 轮迭代中的 x(i) 可以用真值
x⋆ 和误差向量 e(i) 之和来表示，那么根据(3.10)可得

x(i+1) = Bx(i) + z

= B(x⋆ + e(i)) + z

= Bx⋆ + z + Be(i) ▷ x⋆ = Bx⋆ + z恒成立

= x⋆ + Be(i)�

所以 e(i+1) = x(i+1) − x⋆ = Be(i)。这表明 Jacobi 方法是通过不断减小误差项来向真值逼近的。若
ρ(B) < 1，则误差项可以收敛到 0，Jacobi 方法可以解出 x⋆。同时我们也可以发现，初始向量 x(0)

虽然不影响最终的结果，但却会影响到收敛到给定误差范围内需要迭代的次数。Jacobi 的方法的劣
势在于：B 并不总是对称阵，甚至可能是退化矩阵，因此 Jacobi 方法并非对于所有的 A 都能收敛，
即使 A 是正定矩阵也无法保证收敛。
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3.3 收敛性分析

3.3.1 简单情形

为了分析梯度法的收敛速度，我们首先考虑一种简单的情形，即误差向量 e(i) 是 A 的特征值 λe

所对应的特征向量。那么残差向量 r(i) = −Ae(i) = −λee(i)。显然

Ar(i) = −λeAe(i) = λer(i), (3.11)

所以 r(i) 也是 A 的特征值 λe 所对应的特征向量。
根据(3.4)可得最优步长 α 满足

α =
rT
(i)r(i)

rT
(i)Ar(i)

=
rT
(i)r(i)

rT
(i)λer(i)

▷ (3.11)

=
rT
(i)r(i)

λerT
(i)r(i)

=
1

λe
. (3.12)

又由(3.1)可得 e(i+1) + x⋆ = e(i) + x⋆ + α · r(i), 因此

e(i+1) = e(i) + α · r(i). (3.13)

从而

e(i+1) = e(i) +
1

λe
r(i) ▷ (3.12)

= e(i) −
1

λe
λee(i)

= 0.

这说明在该条件下梯度法只需要一次迭代即可抵达 x⋆！Fig. 3.4对该结论给出了一个形象的解释。

 

Figure 3.4: A =
[
[3, 2], [2, 6]

]
。左图：A 的两个特征向量分别为 v1 = [1, 2]T，v2 = [−2, 1]T。对应地，λ1 = 7，

λ2 = 2；右图：误差向量（迭代方向）为特征向量，一次迭代即可收敛。

当误差向量 e(i) 不是 A 的特征值 λe 所对应的特征向量时，梯度法的收敛性又如何呢？假设 A
是对称阵，则 A 可进行正交对角化：

A = PDP−1 = PDPT, (3.14)

其中 P = {v1, ...,vn} 的每一列是相互单位正交的特征向量（显然 {v1, ...,vn} 线性无关），D =
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diag(λ1, ..., λn) 是一个由 n 个实特征值（包含重根）组成的对角阵。不妨将误差向量 e(i) 用特征向
量的线性组合表示：

e(i) =

n∑
i=1

ξivi, (3.15)

则 ∥e(i)∥2 =
∑n

i=1 ξ
2，且 r(i) = −Ae(i) = −

∑n
i=1 ξiλivi，这表明残差向量也可以表达为特征向量

的线性组合。所以

eT
(i)Ae(i) =

( n∑
i=1

ξiv
T
i

)( n∑
i=1

ξiλivi

)
=

n∑
i=1

ξ2i λi, (3.16)

rT
(i)Ar(i) =

( n∑
i=1

ξiλiv
T
i

)
A
( n∑
i=1

ξiλiv
T
i

)
=

( n∑
i=1

ξiλivi

)( n∑
i=1

ξiλ
2
ivi

)
=

n∑
i=1

ξ2i λ
3
i . (3.17)

由 e(i+1) = e(i) + α · r(i) 可得

e(i+1) = e(i) +
rT
(i)r(i)

rT
(i)Ar(i)

r(i)

= e(i) +

∑n
i=1 ξ

2
i λ

2
i∑n

i=1 ξ
2
i λ

3
i

r(i) (3.18)

请注意，到目前为止所推导出的结论均是基于A 是对称阵这一假设的。若所有特征向量的特征值均
相同且为 λ，则(3.18)变成了

e(i+1) = e(i) +
λ2

∑n
i=1 ξ

2
i

λ3
∑n

i=1 ξ
2
i

(−Ae(i))

= e(i) +
λ2

∑n
i=1 ξ

2
i

λ3
∑n

i=1 ξ
2
i

(−λe(i))

= 0. (3.19)

上述推导用到了 Ae(i) = A
∑n

i=1 ξivi =
∑n

i=1 ξiAvi =
∑n

i=1 ξiλvi = λe(i)。这意味着当 A 为对称阵
且所有特征值相同时，梯度法依然可以做到一步迭代即收敛。本质上，这是因为 f(x) 从椭球体的表
面变成了球体的表面，任意点的梯度都经过球心。
让我们来总结一下本章节得出的结论：

• 对于任意 n 阶方阵 A，若误差向量 e(i) 是 A 的特征值 λe 所对应的特征向量，那么梯度法一
步迭代即收敛；

• 若 A 是对称阵且所有特征值相同，则梯度法依然可以做到一步迭代即收敛。

3.3.2 一般情形

当误差向量为任意向量，而此时又存在多个不相等的非零特征值时，梯度法的收敛性如何分析呢？
为了解决这个问题，我们需要定义误差向量的能量范数（energy norm）：

∥e∥A ≜ (eTAe)
1
2 (3.20)

从 Fig. 3.5可以看出，从点 x⋆ 出发的两个向量如果能量范数相同，那么它们的终点在 f(x) 的同一
条等势线上。
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Figure 3.5: 能量范数相同的两个向量。

根据能量范数的定义可得

∥e(i+1)∥2A = eT
(i+1)Ae(i+1) ▷ (3.13)

= (eT
(i) + α · rT

(i))A(e(i) + α · r(i))

= eT
(i)Ae(i) + 2αrT

(i)Ae(i) + α2rT
(i)Ar(i) ▷ (3.4)

= ∥e(i)∥2A + 2
rT
(i)r(i)

rT
(i)Ar(i)

(
− rT

(i)r(i)
)
+
( rT

(i)r(i)

rT
(i)Ar(i)

)2

rT
(i)Ar(i)

= ∥e(i)∥2A −
(rT

(i)r(i))
2

rT
(i)Ar(i)

= ∥e(i)∥2A
(
1−

(rT
(i)r(i))

2

(rT
(i)Ar(i))(e

T
(i)Ae(i))

)
= ∥e(i)∥2A

(
1−

(
∑n

i=1 ξ
2
i λ

2
i )

2

(
∑n

i=1 ξ
2
i λi)(

∑n
i=1 ξ

2
i λ

3
i )

)
▷ (3.16) & (3.17)

= ∥e(i)∥2Aω2 ▷ ω2 ≜ 1−
(
∑n

i=1 ξ
2
i λ

2
i )

2

(
∑n

i=1 ξ
2
i λi)(

∑n
i=1 ξ

2
i λ

3
i )

(3.21)

我们只要分析 ω2 的上界，就可以知道梯度法在最坏情况下的表现了。ω 越小，收敛速度越快。至于
原因，此处暂时按下不表，后文会给出解释。我们先针对一个简单的情况：A ∈ R2×2 是个正定对称阵
进行分析。前文已经说明说明过，当 A是正定矩阵时，其特征值 λ1, λ2 均为正数，且特征向量 v1,v2

线性无关。因此不妨设 λ1 > λ2，此时 A 的谱条件数（spectral condition number）κ = λ1/λ2 ≥ 1。
请回顾(3.15)5，我们将误差向量 e(i) 相对于特征向量张成的空间/坐标系的斜率定义为 µ ≜ ξ2/ξ1，

5在(3.15)中，我们将 vi 视为基，相应地，ξi 是对应基上的坐标。将 v1 视为 x 轴，v2 视为 y 轴，即可类比得到斜率 µ。
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由此可对 ω2 作如下化简：

ω2 = 1−

(
ξ21λ

2
1+ξ22λ

2
2

ξ21λ
2
2

)2

(∑2
i=1 ξ2i λi

ξ21λ2

)(∑2
i=1 ξ2i λ

3
i

ξ21λ
3
2

)
= 1− (κ2 + µ2)2

(κ+ µ2)(κ3 + µ2)
. (3.22)

上式表明我们可以将 ω 看成 κ 和 µ 的函数（只考虑正数部分）。观察 Fig. 3.6左图可发现 κ 和 µ 越
小，ω 越小。此外，µ = ±κ时 ω 最大（这个结论从图像上看很直观，也可以通过对(3.22)求导得到）。
分析这个图像也可以理解梯度法是如何做到一步迭代即收敛的。当 e(i) 是一个特征向量时，此时误
差向量在特征向量组成的坐标系的坐标轴上，因此斜率 µ 为 0 或 ∞，此时均有 ω = 0；当 A 的所
有特征值均相等时，κ = 1，同样有 ω = 0。此外，我们可以观察一下 ω 随 κ 和 µ 的变化情况。当 κ

很小的时候，不论 µ 如何，不论初始点如何选取，收敛速度都是比较快的，这是因为 A 各个方向的
特征值相似，所以 f(x) 接近球形，在各个点处均有合适的迭代方向；当 κ 很大的时候，不同的特征
向量的能量范数差距很大，此时 f(x) 的一极相对另一极长很多（想象一个 a 和 b 差异很大的椭圆
x2/a2 + y2/b2 = 1）。如果初始点在山脊处，那么迭代方向还是很好找的，收敛速度不算慢；如果初
始点在山谷处，那么梯度法只能朝着波谷方向曲折而缓慢的前进，每一步迭代作出的有效改进很小，
收敛速度很慢。Fig. 3.6右图给四种情形下梯度法的迭代情况做了一个形象化的展示。

    

Figure 3.6: 左图：ω 关于 κ 和 µ 的函数图像；右图：四种情形下梯度法的迭代情况：（a）κ 大，µ 小；（b）
κ 大，µ 大；（c）κ 小，µ 小；（d）κ 小，µ 大。

我们再来算一算最差的情况下，即 µ = ±κ 时 ω 的上界是多少。对于对称正定阵 A，我们将条件
数（condition number）定义为特征值之比的最大值：

κ ≜ λmax

λmin
. (3.23)

当 µ = ±κ 时有 µ2 = κ2，因此(3.22)满足

ω2 ≤ 1− 4κ4

κ5 + 2κ4 + κ3
≤

(κ− 1

κ+ 1

)2

,

进而得到
ω ≤ κ− 1

κ+ 1
. (3.24)

该结论在 n ≥ 2 时依然成立。将(3.24)绘制出来可得
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Figure 3.7: 梯度法中，当 A 为对称正定阵时，收敛系数 ω 关于条件数 κ 的函数图像。

现在我来回答一下前文埋下的一个问题。即，梯度法的收敛速度和 ω 之间的关系：因为

f(x(i))− f(x⋆)

f(x(0))− f(x⋆)
=

1
2e

T
(i)Ae(i)

1
2e

T
(0)Ae(0)

=
∥e(i)∥2A
∥e(0)∥2A

= ω2, (3.25)

所以 ω 越大，收敛速度就越慢。换句话说，∥e(i)∥2A 反应的是第 i 轮迭代时当前解和最优解之间在优
化目标上的差距。结合上式和(3.24)可得

∥e(i)∥A ≤
(
κ− 1

κ+ 1

)i

∥e(0)∥A, (3.26)

所以

f(x(i))− f(x⋆)

f(x(0))− f(x⋆)
≤

(
κ− 1

κ+ 1

)2i

. (3.27)

这就是当 A 为对称正定阵时梯度法的最坏收敛速率。

4 共轭方向法

4.1 什么是共轭

观察 Fig. 3.6右图（b）可发现在梯度法中，同一个迭代方向可能会反复出现。这意味着，对于重
复出现的方向，对应的迭代没有完全消除误差向量在这个方向上的分量。如果我们能找到 n 个相互
正交的搜索方向 d(0),d(1), ...,d(n−1)，在每个方向上只移动一步即可完美消除误差向量在这个方向上
的分量，那么只需要 n 轮迭代即可收敛到全局最优，复杂度将会大大降低。为什么是 n 而不是别的
数字呢？请回顾(3.15)，稍加思索你就会明白。
和梯度法一样，在共轭方向法中，x(i) 将会按照如下的迭代式进行更新：

x(i+1) ← x(i) + α(i)d(i). (4.1)

那么问题来了，如何按照上述思想求解出 α(i) 和 d(i) 呢？本质上，完全消除误差向量在各个搜索方
向的分量，等价于

−e(0) = x⋆ − x(0) = α(0) · d(0) + ...α(n−1) · d(n−1), (4.2)

即 “反向的初始误差向量 −e(0)” 可由各个搜索方向的线性组合表示，各搜索方向上的系数就是该方
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向上的搜索步长。由此可知第 i+ 1 轮时的误差向量可表示为

e(i+1) = e(0) +

i∑
k=0

α(k)d(k) (4.3)

= −
n−1∑

k=i+1

α(k)d(k),

所以

d(i) · e(i+1) = −
n∑

k=i+1

α(k)d
T
(i)d(k) ▷ dT

(i)d(j) = 0 if i ̸= j

= 0. (4.4)

这表明本轮的误差向量和上一轮的搜索方向必然正交。从而

dT
(i)(e(i) + α(i)d(i)) = 0 =⇒

α(i) = −
dT
(i)e(i)

dT
(i)d(i)

. (4.5)

(4.5)给出了每一轮最优的迭代步长，这其实就是 “反向误差向量 −e(i)”在第 i个搜索方向上投影的坐
标值。但是，e(i)是未知的，即使给定了 d(i)，我们仍不知道 α(i)该如何计算。解决办法是把找到 n个相
互正交的搜索方向 d(0),d(1), ...,d(n−1) 转变为找到 n个相互 A-正交的搜索方向 d(0),d(1), ...,d(n−1)。
其中，A-正交（A-orthogonal）的定义为：若两个向量 p 和 q 满足

pTAq = 0, (4.6)

则称 p 和 q 是 A-正交的。在这个新的思路下，我们可以真正地计算出 α(i)。不过，在此之前，我
们先深入理解一下 A-正交这个概念。如 Fig. 4.1所示，（a）是一般的 A-正交的向量对的样子，显然
这些向量对并不正交。当 A 是对称阵且所有特征值都相同时，通过特征值分解可发现 p 和 q 正交，
如（b）所示。从（a）到（b）可以理解为把能量范数小的特征向量拉伸到和能量范数大的特征向量
一样长。

Figure 4.1: 左图：A-正交的向量对；右图：变换过后的、A-正交的向量对。

这类通过相互 A-正交的搜索方向来找到最优解的方法就被统称为共轭方向法（conjugate direc-
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tions methods）。把上面的数学分析搬过来，可以得到和(4.4)类似的结论：

dT
(i)Ae(i+1) = 0. (4.7)

同样地，最优步长的结果也和(4.5)类似：

α(i) = −
dT
(i)Ae(i)

dT
(i)Ad(i)

▷ r(i) = −Ae(i)

=
dT
(i)r(i)

dT
(i)Ad(i)

(4.8)

和(4.5)不一样的是，只要搜索方向 d(i) 定了，(4.8)是可以直接计算的。在继续分析共轭方向法之前，
我们先看看(4.7)意味着什么。在梯度法中，最优步长的选取是根据(3.2)来执行的。类似地，当我们
采用(4.1)来更新 x 的时候，就可以根据

∇αf(x(i+1)) =
(
∇x(i+1)

f(x(i+1))
)T∇αx(i+1)

= −rT
(i+1)d(i)

= −(dT
(i)r(i+1))

T

= (dT
(i)Ae(i+1))

T

= 0

得到(4.7)！这意味着梯度法中沿着搜索方向前进最优步长的过程就是对 A-正交性的运用。如果在每
轮迭代中我们就将 d(i) 设置为 r(i)，那么共轭方向法就退化成了梯度法。
和(3.15)类似，我们采用搜索方向的线性组合来表示初始误差向量 e(0)：

e(0) =

n−1∑
i=0

δid(i). (4.9)

因为

dT
(j)Ae(0) =

n−1∑
i=0

δid
T
(j)Ad(i) ▷ dT

(i)Ad(j) = 0 if i ̸= j

= δjd
T
(j)Ad(j),

所以可得

δj =
dT
(j)Ae(0)

dT
(j)Ad(j)

=
dT
(j)Ae(0) +

∑j−1
i=0 α(i)d

T
(j)Ad(i)

dT
(j)Ad(j)

▷ dT
(i)Ad(j) = 0 if i ̸= j

=
dT
(j)A

(
e(0) +

∑j−1
i=0 α(i)d(i)

)
dT
(j)Ad(j)

▷ e(j) = e(0) +

j−1∑
i=0

α(i)d(i)

=
dT
(j)Ae(j)

dT
(j)Ad(j)

= −
dT
(j)r(j)

dT
(j)Ad(j)

= −α(j). ▷ (4.8) (4.10)

因此可以得到最优步长的等价计算公式：α(i) = −δi。据此，我们可以对每一轮的误差向量 e(i) 作如
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下等价变换：

e(i) = e(0) +

i−1∑
j=0

α(j)d(j) ▷ (4.3)

=

n−1∑
j=0

δjd(j) −
i−1∑
j=0

δjd(j) ▷ (4.9) & (4.10)

=

n−1∑
j=i

δjd(j). (4.11)

这个公式表明共轭方向法的每轮迭代是在逐项消除误差向量的分量。这和本章节开头部分的分析完
全一致。

4.2 共轭格莱姆-施密特过程

现在，只要每轮的迭代方向 d(i) 确定，我们就能根据(4.1)和(4.8)来执行共轭方向法了。本章节将
会采用共轭格莱姆-施密特过程（conjugate Gram-Schmidt process）来确定这些相互 A-正交的迭代
方向。
在谈及共轭格莱姆-施密特过程之前，我们先来谈谈什么是格莱姆-施密特过程（Gram-Schmidt

process）。格莱姆-施密特过程是一个从任意一组线性无关的基 {u(0), ...,u(n−1)} 中构造出一组对应
的（单位）正交基 {q(0), ..., q(n−1)} 的过程。具体地，

q(0) = u(0),

q(1) = u(1) −
u(1)·q(0)

q(0)·q(0)
q(0),

· · ·
q(n−1) = u(n−1) −

∑n−2
i=0

(u(n−1)·q(i)

q(i)·q(i)
q(i)

)
.

(4.12)

以 q(1) 的计算为例，以上过程就是将 u(1) 进行正交分解，其中一个分量在 q(0) 上，且系数为
u(1)·q(0)

q(0)·q(0)

（可通过 u(1) 在 q(0) 上的投影得到），另一个分量就是 q(1)，这样就能保证 q(1) 和 q(0) 是正交的。对
于后续的 u(i) 而言，在执行分解的时候，让 i 个分量分别在 q(0), ..., q(i−1) 上，最后剩下的就是 q(i)。
如果要构造的是单位正交的一组基，那么 ∀i, q(i) 按照如下方式计算：

q(i) = p(i) −
i−1∑
k=0

(p(i) · q(k))q(k), q(i) ←
q(i)

∥q(i)∥
. (4.13)

把上述过程中的正交替换为 A-正交，即可得到共轭格莱姆-施密特过程。将 q(i) 替换为 d(i)，即可得
迭代方向的计算公式：

∀i : d(i) = p(i) −
i−1∑
k=0

(
pT
(i)Ad(k)

dT
(k)Ad(k)

d(k)

)
. (4.14)

我们将系数部分 − pT
(i)Ad(k)

dT
(k)

Ad(k)
定义为 βik。以上结论是直接套用格莱姆-施密特过程得到的，我们当然

也可以手动推导出来这个结果。下面将给出推导过程。当 i = 0 时，直接取 d(i) = p(i) 即可。对于
之后的每一步（0 < i < n），取

d(i) = p(i) +

i−1∑
k=0

βikd(k), (4.15)

则

dT
(i)Ad(j) = pT

(i)Ad(j) +

i−1∑
k=0

(
βikd

T
(k)Ad(j)

)
= pT

(i)Ad(j) + βijd
T
(j)Ad(j), (4.16)
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所以

βij = −
pT
(i)Ad(j)

dT
(j)Ad(j)

. (4.17)

结合(4.15)和(4.17)就得到了(4.14)。
那么 p(i) 如何设置呢？其实有很多选择。在 CG 中，p(i) ← r(i)，即迭代方向是由残差向量构造

出来的！我在后面的章节会解释这样做的优越性。至此，共轭方向法所有理论细节已经准备完毕。不
过，在给出算法描述之前，我们先来看看共轭方向法的最优性分析。

4.3 最优性分析

在允许的搜索范围内，每一轮迭代中，共轭方向法总可以让误差向量 e(i) 的能量范数 ∥e(i)∥A 最
小6。那么，什么是允许的搜索范围呢？不妨定义 Di 为前 i 个搜索方向所张成的空间，即 Di ≜
span{d(0), ...,d(i−1)}，则根据(4.3)有

e(i) = e(0) +

j−1∑
i=0

α(i)d(i) ∈ e(0) +Di. (4.18)

Fig. 4.2给了一个切实的案例来帮助理解 ∥e(i)∥A（i = 2）是如何被最小化的。

Figure 4.2: 阴影区域为 e(0) +D2，椭圆是和该区域相切的 ∥e(i)∥A 的能量范数等高线。共轭方向法可以理解
为通过在 e(0) +Di 上找到合适的 e(i) 来最小化当前解和最优解之间的差距，即 e(i) = argmine∈e(0)+Di

∥e∥A。

接下来我们从理论上证明为什么在每一轮迭代中，共轭方向法都能做到最小化 ∥e(i)∥A。我们将
∥e(i)∥2A 表示成累加的形式：

∥e(i)∥2A = eT
(i)Ae(i) ▷ (4.11)

=
( n−1∑

j=i

δjd(j)

)T
A
( n−1∑

k=i

δkd(k)

)
▷ dT

(i)Ad(j) = 0 if i ̸= j

=

n−1∑
j=i

(δjd(j))
TA(δjd(j)). (4.19)

仔细观察上式，可发现 ∥e(i)∥2A 全部由尚未搜索过的方向的能量范数组成。这意味着但凡是搜索过的
方向，误差在该方向上的分量都已经被消除。因此这样得到的 ∥e(i)∥A 必然是最小的。至此，最优性
已经分析完毕。在给出 CG 之前，我们还有三个推论需要说明。

6在 §3.3.2中，我们说过能量范数反映了第 i 轮迭代时当前解和最优解之间在优化目标上的差距。
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将(4.11)中的 i 替换为 j（取 j > i），并在其左右两端分别左乘 −dT
(i)A 可得

dT
(i)r(j) = −d

T
(i)Ae(j) = −dT

(i)A
n−1∑
k=j

δkd(k)

= −
n−1∑
k=j

δkd
T
(i)Ad(k) ▷ d(i)与d(k)相互A-正交

= 0. (4.20)

这说明在共轭方向法中，当 j ∈ {i+ 1, ..., n− 1} 时，残差向量 r(j) 与迭代方向 d(0), ...,d(i) 都正交
【推论 1】。这是因为每当我们沿着某个方向迈出一步之后，后续过程中就不再会往这个方向走了。因
此误差向量与之前的所有搜索方向永远是 A-正交的。又因为 r(j) = −Ae(j)，故残差向量也必定与
已经搜索过的方向正交。
另外，在(4.15)左右两端点乘 r(j)（取 j > i）可得

dT
(i)r(j) = pT

(i)r(j) +

i−1∑
k=0

βikd
T
(k)r(j) ⇐⇒

0 = pT
(i)r(j), (4.21)

即在共轭方向法中，当 j ∈ {i + 1, ..., n − 1} 时，残差向量 r(j) 与 p(0), ...,p(i) 都正交【推论 2】。
在(4.15)左右两端点乘 r(j)（取 j = i）可得

dT
(i)r(i) = pT

(i)r(i). (4.22)

这就是【推论 3】。
最后，有一个很重要的等价变换会在后文用到，这里先给出。在 Algorithm 2中，我们通过(3.5)来

减少了一次矩阵-向量乘法运算。这个降低复杂度的操作在共轭方向法中依然适用。具体地，我们将
公式(4.1)按照如下方式变换：

x(k) = x(k−1) + α(k−1) · d(k−1) ⇐⇒

−Ax(k) + b = −(Ax(k−1) − b)− α(k−1)Ad(k−1) ⇐⇒

r(k) = r(k−1) − α(k−1)Ad(k−1). (4.23)

上式表明我们可以用 r(k−1) − α(k−1)Ad(k−1) 代替 b − Ax(k) 来更新 r(k)。因为 Ad(k−1) 是之前就
已经计算过并保存下来的结果，所以直接复用就可以减少一次矩阵-向量乘法运算。当然，也会出现
舍入误差，因此需要定期用 b−Ax(k) 来更新。

4.4 共轭梯度法

在 §4.2中，我们已经说过，CG 中，搜索方向 d(0), ...,d(n−1) 是由残差向量 r(0), ..., r(n−1) 根据
共轭格莱姆-施密特过程构造出来的。此时，(4.21)变成了

∀i ̸= j : rT
(i)r(j) = 0. (4.24)

在此基础上，采用(4.8)计算迭代步长并根据(4.1)更新 x 即可。
现在，我来解释一下选择用残差向量来构造迭代方向的优势在哪里。回顾(4.15)，仔细观察这个

式子，它意味着构造 d(i) 的时候需要用到前面所有的迭代方向 d(0), ...,d(i−1)，所以每一个迭代方向
都需要被存储下来。当 n 很大的时候，时间和空间的开销都很大。当 p(i) 被设置为 r(i) 的时候，奇
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迹发生了：首先

rT
(i)r(j+1) = rT

(i)r(j) − α(j)r
T
(i)Ad(j) ▷ (4.23)

α(j)r
T
(i)Ad(j) = rT

(i)r(j) − rT
(i)r(j+1) ▷ (4.24)

rT
(i)Ad(j) =


1

α(i)
rT
(i)r(i), i = j

− 1
α(i−1)

rT
(i)r(i), i = j + 1

0. otherwise
(4.25)

进而可得

βij =

{
1

α(i−1)

rT
(i)r(i)

dT
(i−1)

Ad(i−1)
, j = i− 1

0. j < i− 1
▷ (4.17) (4.26)

这意味着除了最近一次的迭代方向的常系数不为零，其他都是零！因此，我们不再需要存储之前的
搜索方向了，这使得时空开销显著降低。这一优势让 CG 在每一轮迭代中的时间和空间复杂度均从
O(n2) 降低到了 O(m)，其中 m 是 A 中非零元素的数量。
当 j = i− 1 时，将 α(i−1) 的取值代入，βij 还可以进一步化简：

βij =
dT
(i−1)Ad(i−1)

dT
(i−1)r(i−1)

·
rT
(i)r(i)

dT
(i−1)Ad(i−1)

▷ (4.8)

=
rT
(i)r(i)

dT
(i−1)r(i−1)

▷ (4.22) & p(i−1) ← r(i−1)

=
rT
(i)r(i)

rT
(i−1)r(i−1)

(4.27)

为了方便描述，我们直接将 βij（j = i− 1）改写为 β(i−1)，则(4.15)更新为

d(i+1) = r(i+1) + β(i)d(i). (4.28)

结合以上分析，我们终于得到了 CG 的算法描述（见 Algorithm 3）。

4.5 收敛性分析

虽然 CG在理论上只需要 n轮迭代即可结束，但是收敛性分析依然是有意义的。一方面是因为我
们偷懒用(4.23)来代替矩阵-向量运算会导致舍入误差越来越大，从而导致残差向量越来越失准；另
一方面是因为删除误差（cancellation error）会导致搜索向量逐渐丧失 A-正交性。

4.5.1 选择最佳的多项式

因为（共轭）格莱姆-施密特变换是不改变基所张成的空间的，即

span{r(0), ..., r(i)} = span{d(0), ...,d(i)} = Di+1, (4.29)

所以显然有 r(i) ∈ D(i+1)。此外，仔细观察(4.23)可知，第 i+ 1 轮迭代后的残差向量 r(i+1) 可以表
示成上一轮迭代的残差向量 r(i) 和 Ad(i) 的线性组合。因此，r(i+1) 所在的张成子空间等于 r(i) 所
张成的子空间和子空间 ADi 的并集，即

Di+2 = Di+1 ∪ADi+1. (4.30)
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Algorithm 3: 共轭梯度法（CG）.
Input: 对称正定矩阵 A ∈ Rn×n，向量 b ∈ Rn，停止条件 ε，最大

迭代次数 MaxIter
Output: 线性方程组 Ax = b 的一个满足精度要求的解

1 k = 0, r(0) = b−Ax(0)

2 d(0) = r(0) // Set d(0) as r(0)

3 δ(0) = rT
(0)r(0)

4 while k < MaxIter and δ(k) > ε2δ(0) do
5 q = Ad(k), α(k) = δ(k)/d

T
(k)q

6 x(k+1) = x(k) + α(k)d(k)

7 if k is divisible by ⌈
√
n⌉ then

8 /* Periodically update by the original formula */
9 r(k+1) = b−Ax(k+1)

10 else
11 /* Reduce complexity according to (4.23) */
12 r(k+1) = r(k) − α(k)q

13 end if
14 δ(k+1) = rT

(k+1)r(k+1), β = δ(k+1)/δ(k)

15 d(k+1) = r(k+1) + βd(k) // Set d(k+1) by (4.28)
16 k = k + 1

17 end while
18 return x(k)

利用递归性可得

Di = Di−1 ∪ADi−1

= D1 ∪AD1 ∪A2D1 ∪ ... ∪Ai−1D1

= span{d(0),Ad(0), ...,Ai−1d(0)}

= span{r(0),Ar(0), ...,Ai−1r(0)} ▷ r(i) = −Ae(i)

= span{Ae(0),A2e(0), ...,Aie(0)}. (4.31)

上述子空间称为 Krylov 子空间，它是一个通过将一个矩阵反复左乘一个向量构建起来的子空间。对
于这个空间，在第 i 轮迭代中，误差项可以表示成如下形式（用上述张成子空间来描述）：

e(i) =
(

I +
i∑

k=1

ψkAk
)
e(0), (4.32)

其中 ψk 是一个关于 α(k) 和 β(k) 的函数。我们可以将圆括号内的表达式视为一个关于矩阵 A 的多
项式 Pi(A)，其参数既可以是矩阵，也可以是标量。若参数是一个标量 λ，则 Pi(λ) = 1+

∑i
k=1 ψkλ

k

（因此 Pi(0) = 1）。所以(4.32)可以写作 e(i) = Pi(A)e(0)。和分析梯度法时所采取的策略一样，令
v1, ...,vn 是 A 的单位正交的特征向量，λ1, ..., λn 是对应的特征值，并将误差向量 e(0) 用特征向量
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的线性组合表示：e(0) =
∑n

i=1 ξivi，那么有

e(i) =

n∑
j=1

ξjPi(λj)vj ▷ Pi(A)vj = Pi(λj)vj

Ae(i) =

n∑
j=1

ξjPi(λj)λjvj

∥e(i)∥2A =

n∑
j=1

ξ2j
(
Pi(λj)

)2
λj , ▷ ∥vj∥ = 1 (4.33)

且 ∥e(0)∥2A =
∑n

j=1 ξ
2
jλj（因为 P0(·) ≡ 1）。我们在 §4.3中分析过，在每一轮迭代中，CG 都能做到

最小化 ∥e(i)∥A。对应到(4.33)，即 CG 每轮迭代都能找到使得 ∥e(i)∥A 最小的多项式 Pi，其收敛性
和最坏的特征向量的收敛性一致。因此，

∥e(i)∥2A ≤ min
Pi

max
λ

(
Pi(λ)

)2 n∑
j=1

ξ2jλj

= min
Pi

max
λ

(
Pi(λ)

)2∥e(0)∥2A. (4.34)

同样地，我们还是拿 n = 2 的情况分析看看。对于 Fig. 3.3中的例子，λ1 = 7, λ2 = 2，Fig. 4.3解释
了 CG 是如何最小化 maxλ

(
Pi(λ)

)2 的。在（a）中，i = 0，尚未开始迭代，因此和 ∥e(0)∥2A 的比值
恒为 1；在（b）中，i = 1，在 Pi(0) = 1的约束下，一阶多项式必然长成这个样子：P1(λ) = a⋆λ+1，
其中 a⋆ 必然满足

a⋆ = argmin
a

max
{
(2a+ 1)2, (7a+ 1)2

}
,

求解上式可得 a⋆ = −2/9。所以最优的一阶多项式为 P1(λ) = −2/9λ+1，此时误差项的能量范数小
于其初始值的 5/9；在（c）中，i = 2，我们完全有把握找到经过 (0, 1), (2, 0), (7, 0) 三个点的二阶多
项式，因而第二轮一结束误差项的能量范数就是 0 了，表明迭代结束，最优解已找到。

Figure 4.3: 经过第 i 轮之后，CG 的收敛情况取决于在 Pi(0) = 1 的约束下，Pi 在各个特征值上距离 0 有多
近。

设想一下，若 λ1 = λ2，那么只需要一阶多项式即可拟合 (0, 1), (λ1, 0), (λ2, 0) 三个点，这意味
着一轮迭代就可以找到最优解了！这充分说明 CG 算法在特征值存在重复的情况下收敛是非常快的，
重复的特征值越多，收敛速度越快。这一点和梯度法不谋而合。此外，如 Fig. 4.3（d）所示，当特
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征值不完全相同时，若这些特征值在 λmin 和 λmax 这两端分布较为集中，那么 CG 的收敛速度也
不慢，因为此时也很容易找到一个多项式来拟合出一个不错的结果。
显然，特征值并不总是相同。因此，接下来我们将会分析最一般的情形，即特征值在 [λmin, λmax]

之间均匀分布时，CG 的收敛速度如何。

4.5.2 切比雪夫多项式

我们首先引入一个著名的多项式，切比雪夫多项式（Chebyshev polynomials）。i 阶的切比雪夫
多项式的表达式为

Ti(ω) =
1

2

(
(ω +

√
ω2 − 1)i + (ω −

√
ω2 − 1)i

)
. (4.35)

Fig. 4.4左图给出了切比雪夫不等式在不同的阶的情况下的图像。该多项式具有如下特性：

• ω ∈ [−1, 1] 时，�Ti(ω)� ≤ 1，其函数值在-1 到 1 之间反复震荡；

• ω /∈ [−1, 1] 时，其函数值尽其可能的迅速增长。

可以发现，当

Pi(λ) =
Ti

(
λmax+λmin−2λ

λmax−λmin

)
Ti

(
λmax+λmin

λmax−λmin

) (4.36)

时7，能够最小化 maxλ

(
Pi(λ)

)2。Fig. 4.4右图给出了 λmin = 2, λmax = 7 时上述多项式的图像。
和4.3（c）相比，虽然两轮迭代后还不能收敛，但是已经是一个不错的结果：误差项的能量范式将不
大于其初始值的 0.183 倍。

          

Figure 4.4: 左图：切比雪夫不等式在不同的阶的情况下的图像；右图：一般情况下最小化能量范式二阶多项
式示意图。

7这个证明并不简单。但是，考虑到探究其证明过程与 CG 本身无关，我就没有在正文中给予描述。
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根据切比雪夫多项式的特性可知 Ti(
λmax+λmin−2λ

λmax−λmin
) ≤ 1，所以

∥e(i)∥A ≤
Ti

(
λmax+λmin−2λ

λmax−λmin

)
Ti

(
λmax+λmin

λmax−λmin

) ∥e(0)∥A

≤ Ti

(
λmax + λmin

λmax − λmin

)−1

∥e(0)∥A

= 2

((√κ+ 1√
κ− 1

)i

+
(√κ− 1√

κ+ 1

)i
)−1

∥e(0)∥A. (4.37)

随着 i 的增加，
(√

κ+1√
κ−1

)−i

会逐渐收敛到 0，因此更多的时候我们用下面的弱不等式来表述 CG
的收敛速度：

∥e(i)∥A ≤ 2
(√κ− 1√

κ+ 1

)i

∥e(0)∥A. (4.38)

我们可以对比一下(4.37)和(3.27)，可发现 i = 1 时二者相同。这是显然的，因为 CG 的第一步和梯
度法一样。i > 1 时，对比 Fig. (3.7)可发现 CG 通常要比梯度法快。Fig. (4.5)给出了 CG 算法（每
轮迭代）收敛性关于条件数 κ 的函数图像，图上略掉了系数 2。实际应用中，由于较好的特征值分
布或者比较理想的起始点的存在，CG 算法通常收敛的比(4.38)所描述的还要快。

Figure 4.5: CG 算法（每轮迭代）收敛性关于条件数 κ 的函数图像。

4.6 复杂度分析

上一章节分析了 CG 的收敛性，其收敛速度和特征值的取值是否相同以及条件数的大小有关。本
章节将分析 CG 的复杂度。
就计算复杂度而言，不论是 CG还是梯度法，其迭代过程中最耗时的操作都是矩阵-向量乘积。一

般而言，矩阵-向量乘积需要 O(m) 次操作，其中 m 为矩阵非零元的个数。显然，矩阵越稀疏，这一
操作的算力需求就越小。复杂度可以根据收敛速度得到。对于梯度法，假设我们希望执行足够多的
迭代次数来把误差的能量范式减少到其初始值的 ϵ 倍，即 ∥e(i)∥ = ϵ∥e(0)∥，则根据(3.27)可算出梯
度法实现这个边界条件的最大迭代次数需求为

i ≤
⌈
1

2
κ ln

(1
ϵ

)⌉
. (4.39)
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类似地，根据(4.38)可算出 CG 实现这个边界条件的最大迭代次数需求为

i ≤
⌈
1

2

√
κ ln

(2
ϵ

)⌉
. (4.40)

因此，

• 时间复杂度：梯度法为 O(mκ)，CG 为 O(m
√
κ)；

• 空间复杂度，二者均为 O(m)。

二阶椭圆边值问题在 d 维域上的有限差分和有限元逼近通常有：κ ∈ O(n2/d)。所以在二维问题上，
梯度法的时间复杂度为 O(n2)，CG 则为 O(n3/2)；在三维问题上，梯度法的时间复杂度为 O(n5/3)，
CG 则为 O(n4/3)。

5 共轭梯度法的实现

§4讲解了 CG 的理论原理和算法描述，本章节将谈一谈在实现 CG 时应当注意的一些细节问题，
包括起始点和算法停止迭代的条件应如何选取、需要怎样的预处理等。

5.1 起点与终点

起始点 x(0) 的选取对 CG 的影响其实并不大，一般取 x(0) = 0 即可。对于给定的二次型 f(x)

且 A 为对称正定阵时，任意初始点最终都必将收敛。但是对于非凸优化问题，因为存在多个局部极
小值点，初始点的选取将极大影响最终结果。
观察(4.27)和 Algorithm 3 的 Step 14 可知，当残差向量为零的时候，βij 的计算必然发生除零

错误。因此算法需要在残差向量等于 0 之前停止迭代。但是，由于舍入误差的存在，可能会得到一
个假的零残差。因此绝大多数时候，更稳妥的做法是当残差向量（的范数）小于某个给定阈值的时
候就停下来。Algorithm 3 的 Step 4 正是这样做的。

5.2 预处理

观察和 Fig. 4.5以及(4.38)，可发现随着条件数 κ 的增加，CG 收敛速度越来越慢。因此，如果
可以降低给定矩阵的条件数，就可以让 CG 更快地收敛。设 M 是一个对称正定且方便求逆的矩阵，
则求解 Ax = b 等价于求解

M−1Ax = M−1b, (5.1)

若 κ(M−1A)≪ κ(A)（M−1A 的特征值分布比 A 更集中）且 M−1A 对称正定，则用 CG 求解上式
比直接求解 Ax = b 更快。这就是 “预处理” 的思路，M 被称为预处理器。但是，现实是骨感的，即
使 M 和 A 都对称正定也无法保证 M−1A 对称正定。
实际上可以绕过这个问题。对于任意对称正定矩阵 M，必然存在矩阵 E 满足 EET = M（可通过

Cholesky 分解获得）。设 λ 是 M−1A 的特征向量，v 是对应的特征向量，则

(E−1AE−T)(ETv) = E−1A(E−TET)v ▷ E−TET = ETE−T = I

= (ETE−T)E−1Av = ET(E−TE−1)Av ▷ E−TE−1 = M−1

= ETM−1Av ▷ M−1Av = λv

= λ(ETv), (5.2)

即 λ 也是 E−1AE−T 特征值，且相应的特征向量为 ETv！因此，求解 Ax = b 等价于求解{
E−1AE−Tx̂ = M−1b,
x̂ = ETx.

(5.3)
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我们可以先求解 x̂，再求解 x。当 A 为对称正定阵时 E−1AE−T 也是对称正定阵，因此可通过 CG
求解 x̂。这就是变换预处理共轭梯度法（Transformed Preconditioned Conjugate Gradient Method，
TPCG），在框架上和 CG 一致。(5.4)总结了相关的要点。

d̂(0) = r̂(0) = E−1b− E−1AE−Tx̂(0)

α(i) =
r̂T
(i)r̂(i)

d̂T
(i)

E−1AE−Td̂(i)

x̂(i+1) = x̂(i) + α(i)d̂(i)

r̂(i+1) = r̂(i) − α(i)E−1AE−Td̂(i)

β(i+1) =
r̂T
(i+1)r̂(i+1)

r̂T
(i)

r̂(i)

d̂(i+1) = r̂(i+1) + β(i+1)d̂(i).

(5.4)

然而，TPCG需要我们通过矩阵分解的方法计算出 E。有没有什么办法可以避免 E的计算并且直接计
算 x而非 x̂呢？有！令 r̂(i) = E−1r(i)且 d̂(i) = ETd(i)，再利用等价变换 x̂ = ETx和 E−TE−1 = M−1

即可从(5.4)得到 

r(0) = b−Ax(0),d(0) = M−1r(0)

α(i) =
rT
(i)M−Tr(i)

dT
(i)

Ad(i)

x(i+1) = x(i) + α(i)d(i)

r(i+1) = r(i) − α(i)Ad(i)

β(i+1) =
rT
(i+1)M−1r(i+1)

rT
(i)

M−1r(i)

d(i+1) = M−1r(i+1) + β(i+1)d(i).

(5.5)

这就是未变换预处理共轭梯度法（Untransformed Preconditioned CG Method，UPCG）。之所以叫
做 “未变换的” 是因为和 TPCG 相比，UPCG 不需要变换为 x̂ 来求解。此外，UPCG 也不再需要
计算 E 了，因为根本没用到这个变量。
本质上，预处理是尝试对二次型 f(x) 的图形进行拉伸，使其更接近于球形，以便它的特征值彼

此之间更加靠近。最完美的预处理器当然是 M = A，因为此时 κ(M−1A) = 1，相当于把 f(x) 沿
着特征向量进行伸缩，f(x) 被拉伸为一个完美的球形。但是，这样做毫无意义，因为经过预处理之
后，我们还是要求解 Mx = b（与原始问题等价）。一种常用的预处理器 M 是 A 对角元素组成的对
角阵。这相当于把 f(x) 沿着坐标轴进行伸缩。此外，之所以这样选择的另一个重要原因是它的逆很
好求解。人们其实发明了很多预处理器，一种更为精细复杂的预处理器是不完备 Cholesky 预处理器
（incomplete Cholesky preconditioning），本文不再详细介绍。

本章节所有的分析虽然是针对 CG 的，但是同样适用于梯度法。对应地，有变换/未变换预处理
最速下降法（Transformed/Untransformed Preconditioned Steepest Descent Method）。

5.3 扩展到一般场景

到目前为止，我们只讨论当 A 为对称正定阵的情形。对于一般的矩阵，可否将梯度法和 CG 用
上呢？以最小二乘问题为例：

min
x
∥Ax− b∥2, (5.6)

其解可通过 ∇x∥Ax− b∥2 = 0 得到，即

ATAx = ATb. (5.7)

若 A 为非奇异的方阵，则上式等价于 Ax = b。若 A ∈ Rm×n 且 m > n（overconstrained），那
么(5.7)可能无解。但不论如何，(5.6)总是有解的。怎么求呢？我们知道 ATA 总是对称正定的，若
Ax = b 不是欠约束的（underconstrained），即 ATA 非奇异，那么就可以用梯度法或者 CG 求
解(5.7)。也就是说，当 A 不是对称正定阵的时候，若满足特定的条件，那么也是可以采用梯度法或
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者 CG 求解的。这就将二者扩展到了更为广泛的应用场景中去了。
CG 也可以拓展到任意连续函数上，而不仅仅局限于二次型。但是要面临许多新的问题：

• 残差向量 r(i) 不再等于 b−Ax(i)。常用的做法是 r(i) ← −f ′(x(i))；

• 最优步长 α(i) 依然通过求导获得，但是更加复杂。一阶导为零对应的方程需要用到一些数值计
算的方法来求解，如牛顿法和割线法等；

• β(i) 有多重可选的方案。目前常用的有 Fletcher-Reeves方程（FR）和 Polak-Ribière方程（PR），
其表达式分别如下： 

βFR
(i+1) =

rT
(i+1)r(i+1)

rT
(i)

r(i)

βPR
(i+1) =

rT
(i+1)(r(i+1)−r(i))

rT
(i)

r(i)

(5.8)

FR 就是 f(x) 为二次型时我们所采用的那个。在起始点足够接近我们想要求解的最小值点的
情况下，前者能够收敛，后者在少数情况下却会无限循环而不收敛，但是速度更快。一种解决
PR 不收敛的方案是

β(i+1) ← max
{
rT
(i+1)(r(i+1) − r(i))

rT
(i)r(i)

, 0

}
, (5.9)

本质上就是当 βPR
(i+1) < 0 时开启一轮新的 CG。

非线性 CG 算法几乎没有像线性 CG 算法的收敛性保证。函数 f 和二次型函数越不像，搜索方
向失去共轭性的速度就越快。此外，f 可能会存在多个局部最小值点，CG 算法并不保证能收敛到全
局最小值点。若 f 没有下界的话，CG 甚至都找不到局部最小值点。

6 后记

撰写这份文档的初衷是完成《计算机应用数学》课程的最后一次作业。总体上，本文是对 Jonathan
Richard Shewchuk的文档 An Introduction to the Conjugate Gradient Method Without the Agonizing
Pain 的重新演绎，也参考了这个页面的一些信息，但加入了很多我个人的理解和感悟。此外，我删
去了很多原文中在我看来有些多余的叙述。本文的核心内容是讲解共轭梯度法，但也捎带阐述了梯
度法和一些线性代数的理论。本文对共轭梯度的解释是极为充实的，设计原理、算法实现以及收敛性
分析均被涵盖在内，希望可以对读者有切实的帮助。最新版本可以在http://hliangzhao.me/math/
CG.pdf下载。
本文的图表均来自上述文档。
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